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Em que se pertende dar a Solução de hum Programma da Aca-

demia Real das Sciencias de Lisboa.

Por Mattheus Valente do Couto.
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Comparação das formulas tanto finitas , como de variações fini-

tas , e infinitesimas dos triângulos esphericos , e rectilíneos
j

a fim de mostrar até que grão de aproximação se

podem httns tomar pelos outros
,
por meio do

exame analytico dos erros , que resul-

tem desta supposição.

A
INTRODUCÇAO.

N t es dc fazer a comparação da Trigonometria sphe-

rica com a rectilinca faz-se preciso lembrar alguns princí-

pios ;e são os seguintes:

i. Denote x hum arco dc circulo rectificado
;
(.v)° o nu-

mero de grãos desse arco
;
(x)' o numero de minutos

;
(x)" o

numero de segundos : c como he is = 3,1415:92.65-3589 a

scmicircumfercncia rectificada cm partes do raio igual a uni-

dade
; será a? = 0,017453186 (*)", ou * = 0,000290888

Lr)'» ou x — 0,000004848 (.v)"j como hc fácil de ver.

2.

(*) Premiada na Assemblea Publica de 24 de Junho de l8ii.



1 2 o Memorias da Academia Real
2. Suppondo Sen. .v = tf -f- Ax 1

4- 5 ,v' -j- &c. , será

Sen. 2 .v = 2 k 4- 4 y?.v
2

-H 8 £ tf' -t- &c. ; valores
,
que,

substituídos na equação Sen.
3

i,v r 4 Sen.
5

x — 4 Sen.
4

tf,

dão pelo methodo dos coeffieientes indeterminados a serio

seguinte (<*)

;

(a) . . . Sen. x = tf í a-' 4 * 5 — &c.w 1.2.3 1.2. 3.4?

(Q. . . Cos. x = i
l
- x* 4 x ' — &c.N y 1.2 1.2.3.4

(7). . . T2. -v = .v 4- — *' -4- tf
5 4- &c.

v b *-3 ^S-í

1 1
(M. . . Cot. x= x x 5 — &c.™ J *i-3 1-3-3-J J

Para achar a serie (Ç) basta escrever na equação C >s.

# = 1 — 2 Sen.
2

3 w o valor de Sen. | * deduzido da se-

rie (a). Divida-se agora (») por (c) para ter (y ) ; e ao de-

pois divida-sc (Ç) por (a) para ter (&).

3. Suppondo .v = Sen. w 4- yí Sen.
2
x + B Sen.' jf 4-

&c. j achar-se-ha pela (*) a seguinte (s)

:

(V) . . . tf = Sen. tf 4- Sen. ' x + 3 Sen. 'tf4- &c.w 1.2.3. 1.2.4.5"

(^...tf — =• -5? — Cos. x - Cos.'tf 2— Cos. '.y- &c.
v5y 1.2.3 1.2.4.5

(ri) ...x = Tg. x — \ Tg. ; x 4- 7 Tg. ' x 4- &c.

(6)... tf = 4- -w — Cot. .v 4- j Cot. 5
tf — * Cot.' tf -4- &c.

Para achar a serie (£) basta escrever i -ar •— .v cm lu-

gar de tf na serie (t). Pelo mesmo estilo (suppondo tf =
tg. tf 4- A tg." x 4- &c. ) se acharão as duas (

n ) e (6).

4-

(') Pata reduzir lium arco i , cujo raio ~ r,i oucro arco x, cujo raio seja

z: 1 • faremos x — — ; lo<;o será Sen. (a) rz ( — ) ( — ) +íVc.

:

e assim a respeito das outras formulas.
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4- A letra ? posta antes de qualquer runeção variável

denotara sempre a differença entre o estado variado
, e o

primitivo dessa funeção : c por isso será y' — y — i y
X* -x= * x;(y +. *y)(x+ *») - yx = ÍS( J( /);* + ? x X _ , X \

'*

í -*-*y y ~~ * \j)
A letra 2 posta antes de qualquer funeção variável de-

notara sempre a somma do estado variado e o primitivo des-
sa funeção : e por isso será

y H-jr = 2^;*'+ * = 2»i(y + **)(*+**)+.*«
~ * W*) t YTTJ •+ 7" = 2 (7) • Isto posto: Para

achar as differenças finitas das funcçóes das linhas trigono-
métricas, teremos as formulas seguintes:

( I > • * (* y)= §(* «.2 y -j- ? y.2»)

(II).. 2 (xy_)— £ (2 ». 2y + £ y. J\v)

CIIO..Í-

av>.s(:)=4.

J\t. 2 y -<T v2 a

2.v. 2w-<r.v^»

(. y +- ú jp) y

Como facilmente se verifica
, pondo 2v=2v + n;E*= 2 * + f .v-&c.

ApplhaçÕes.

J. Seja jr - Cos. a
, * - Sen. a ; será j/ - Cos. (a 4- * a),x>

~ òcn
- V1

,

*" :* «) >
e log° ( pelas formulas conhecidas da

somma
,
e da differença dos Senos

, c Cosenos de dous arcos)
teremos facilmente as seguintes :

CO- S- Seiva— 2 Sen. •- ? u. Cos.(a + #>}

(*)• ? Cos.a= - aSen ^«.Sen.(*+^ fl)

2 Sen.» rr 2 . Cos. ^JVSen. (a 4- 5^»)

-Cos.a — 2 Cos. -j <JV Cos. (o -1- jJV)

Por estas fórmulas do N. ?. ; e pelas fórmulas ( III.
)

e (IV.) do N. 4., acharemos (por ser tg. a = S "' a

~
Sen. * '

as form"las seguintes

:

Tom. III. Paru II. Q^
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2.Sen.Q +- }f <Q Cos. («4 ; chQ

L.os. (,« -+- d o). Ci S. a

i.Sen.Ça+ 4 ^ •>Co».Q»+K <0

CA> • ^ l8» «=5 c,, (a%-^B>. Co», a

C")..<rcut.<i=

-2Sen.ir.,.Cns.i^fl

òen. Qu -H <1 <*> fcen. 1/

2Cot.<i —

!

fcen. (o +- J «). Sen.

7. Pelas formulas (I.) c (II.) do N°. (4) teremos as

formulas seguintes

:

i~ ( Sen. a Cos. í )
'= 2 Sen. i l tf. Cos. ( a 4- 3 <T tf ). Cos. £ J

1 i

Cos. (*-+- ? <r*) — z Sen. ? <r-£. Sen. (£ 4- í <T£) Cos. -^ tf.

Sen. ( « 4- f £ tf ) i

2 ( Sen. tf. Cos. b ) = 2 Cos. i £ tf. Sen. (tf -*r\* &). Cos. ~ ^ £.

Cos. (} -h ^ í i) - 1 Sen. i <T *, Sen. (b +• 3 f b) . Sen. 3 <P tf.

Cos. ( tf -+- -. * a).

8. Sendo tf c B constantes, pede-se a somma da equação

Sen. tf. Sen. B
Sen. b

Sen. b — 2

, isto he, pede se a expressão de 2

- ; achar-se-ha pela
(
IV. ) do ( N.4 )

Sen. A
Sen. tf Sen. B

mas lie

a seguinte a Cos. | S- b. Sen. ( £ 4- í í
1

& )

_ x Cos. \ S- A Sen. (^ 4- \ ^yQ.Sen. a Sen. J? _

Sen. A. Sen. (// -t- ÍVi) '

Sen. tf. Sen. B = Sen. Z>, Sen. A , logo he Sen. (i,+ ííi)

_ Cos. 4- <^. Sen . ( ^ 4- j- <rv?).Scn. A.
__

Cos. j íí. Sen. (J + í ^/;

o. Sendo tf e 5 constantes
,
pede-se a somma da equa-

ção Cot. tf. Sen. í — Sen. B. Cot. ^ -t- Cos. c. Cos. .5
;

achar-se-ha pelas formulas do ( N.° 4. ) a seguinte . . .

Sen. (c +- 3 i" c) . Cos. tf — Cos. ( e 4- 4 ^ c ) Sen. tf Cos. B

Sen. £.Sen.M 4-U v/). Cos. Ç^-t-^^)-
Cos. £ S- c . Sen, ( ^ 4- f A)

10.
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io. Sendo u c/J constantes, pede-sc a scmma da equa-

ção Cos. b — Sen. a Sen. c. Cos. B + Cos. a. Cos. c
j

achar-se-há do mesmo modo
,
que acima , a seguinte . . .

Cos. (f+ 3 «T c ) . Cos. a +- Sen. (c -+- \ t c) Sen. « Cos. B
_ Cos. ^ f b. Cos. ( £ + -^ S-by

Cos. ííí
"

ii. Por ser Cot. rt= -g—^— ;a equação do (N. ?.) se

muda cm Sen.Z\ Cos.yí = Cos.rf Sen. c — Sen. a. Cos. c . Cos.5 ;

e tomando a somma desta equação ( sendo b e £ constantes)

teremos a seguinte

Sen.í. Cos. *-$- A. Cos. (/l + ií/1) =

Cos. L ^ a. Cos

("Cos. (a + I<5
v «)Sen. (c+I<J*c)'l

\-Sen.(a+ '-W)Cos.(c-\- lí-c^Cai.B )

(Sen. O + - <5" <0 Cos. (c + I <f c)l
- Sen. I <T o. Sen. i ^ f < >•

2
^-Cos.Ca+IJ-aíSen.Cc+I^OCos.i; J

Scbolios.

12. Pelas series do (N.°2.) teremos (sendo (x)' = 7 -'tf

ou .v = 0,0211) as seguintes fórmulas exactas até segun-

dos de gráo.

Sen. .vrra;; Cos. x = i — | x
7

; tg. *? rz x ; Cot. a: =r \x.

Sendo (a?)' == 7',5' ou x — 0,00219 ; será Sen. x — x ; Cos. x

= i'j tg. * == * ; Cot. » = {a;.

Sendo (x)" — \"
)
<) ou a; = o , ococo72;será Sen. a; — a:; Cos. .v

= I ; tg. =: x; Cot. a: =:— .

Donde se segue
,
que os Senos , e tangentes de arcos ( não

maiores que 72',?) são iguacs aos mesmos arcos exactamen-

te até segundos de gráo ; e que os Cosenos de arcos ( não

Q_ii maio-
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maiores que 7 ',5- ) são iguacs ao raio: porém para que hu-

ma Cotagente seja igual ao raio dividido pelo arco , he pre-

ciso
,
que este arco não seja > i",?.

13. Porém se nas formulas (/') e (fe) do(N. 5.) sup-

posermos Cos. (a-\- k £ a) = Cos. a ; e Sen. {a 4- j £ a)

= Sen. a ; e quizermos ter estas equações exactas até segun-

dos de grão , deve neste caso ser Cos. 3 J" a = 1 , Sen. ~ <$" a

= í S- a ; e também í <5" « Sen. a < o",f ;e 5 <r a. Cos. <z

< o",5- para qualquer valor de a : o que daria <T Sen. a
= <f tí. Cos. rt , J

1 Cos. a = — <T rt. Sen. « ,
que são as dif-

ferenciaes conhecidas do Seno , c Coseno.

Advertência.

Ainda que para satisfazer as condições de ser \ &~ a

Cos. a < o",? , e 3 P a Sen. a < o", 5: , he precizo , que

seja cm geral f f- a <C o",? para qualquer valor do arco a ;

e que por isso pareça
,
que estas formulas differenciaes , e as

que forem assim derivadas não poderião servir de modo al-

gum para achar a variação ou differença de huma qualquer

dessas grandezas
,
quando forem dadas as variações das ou-

tras , mas que somente poderião mostrar a relação entre duas

variações
,
que se reduzissem a cifra , isto he , o valor de %

neste caso ; comtudo as differenciaes do Seno , e Coseno aci-

ma achadas são exactas, cm quanto não for $• a > 7',^ : com
cffeito, se nas fórmulas (i) e (k) do (N.° 5-) substituir-

mos em lugar de Sen. (a •+ { <S" a) , e de Cos. (a •+ £ <T a)

os seus desenvolvimentos Sen. a Cos. { Pa + Sen. f <r- a,

Cos. a ; e Cos. a. Cos. { $ a— Sen. a Sen. \ í- á,eao de-

pois substituirmos os valores de Sen. | S- a , e Cos. 7 J- d

dados pelas series (a) e (Ç) do (N.° 2) acharemos as

seguintes :

S- Sen. a. = S- a. Cos. a —^ *' Sen. a — <T à> Cos. * •+- &c.

í" Cos. « =— $ a Sen. <* -t- \S- a 1 Cos. * —M Sen. «— &c.

as
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as quaes mostrão facilmente

,
que ( cm quanto não for S a >

7',5" ) será exactamente até segundos de gráo S- Sen. a = f a.

Cos. a , e (T Cos. « = — í" «. Sen. « : mas se o valor de <r <z

esistir entre 7',f c 72',? he preciso então aproveitar o ter-

mo cm que entra ^<x
2
,para ter approximação até segundos:

e assim se discorrerá em outros casos similhantes , segundo

o gráo de aproximação
,
que se quizer.

PAR-


