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Estes Elementos de Geometria foram scriptos em

Lisboa, sendo o author então �e.nte de Mathematica
na Academia Real da�M'arinha. Dêlles tem-se feito alIi
tres edições por determinaÇà.o e-1r custa da Academia
Real das Sciencias. A edição actual porém apresenta
melhorarnentps feitos pelo. author, assim nos dictos
Elernentos , corno j..�no p�:queno1 Tr{ctado de Geo-

. metria Spherica , eni âppêiJ.dice.
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A SOCIEDADE LITTERARIA do Rio de Janeiro em sua

Sessão do I.· de Julho de 1836, mandou impri
mir á sua custa a obra-Elementos de Geome
tria-, composição de seu mui digno Sacio Ho

noraria o Ill. mo
e Ex. DlO Sr. MARQUEZ DE PARANA

GUA', correcta e melhorada pejo mesmo Senhor, e

offerecida á sabredicta Sociedade.
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1.
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VIl

r:a:OLOGO.

'Entre õs muitos Elementos lié Geometria,
quesë tem�scripto e' publicado depois' de Eu

clides, forain: adoptados nas Scholas portu
gtiezas, prjnéipalmënte nasurrilitares, os de'
Bezout ; faNéz pó'r queëste Geometra screven

um curso completo de mathematicas para uso

dos alumnós de Marinha:, e Artilheria: e a pe
zar' "dis �mmtas faltasç é inadvertencias, que
se tem reconhëcido fios scriptos elementares
destë' 4utll,or"; alias de merecida reputação, é

ainda inteiramente' seguido o seucurso de ma

thematicas. � :Mas' qU·e'tlilIiculdàdes não encon

tram.os- discipules , que· embaraços os mestres,
no' studo , ef na explicaçã:o das suas doctrinas?
Por 1S50 alghl.ns professores , 'assim das nossas

seh91âs,r corno dás de França, tern. publi
cado: supplementos , e notas a Bezout, e até

reformado algUIls dos seus compendios. En,

tretanto o � de 6eomettia exige sem duvida
mais do que todos rigorosa reforma ("); pois

C*) Vcja-se Lacroix - Essai sur l'enseignement - Edi
ção de 1805.
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não posso jamais accommodar-me a que os

discipulos hajam, como évidentes, propo
sições

.

que carecem de ser demonstradas;
nem como demonstração , paralogismos e fal

Iacias. Supprir na aula o mestre com outras

demonstracõés , nem sempre é possîvel , ou fa

cil; e quando o seja, a experiencia tem mos

trado, que é baldar tempo; por que de or

dinario, nem todos promptamente as conce

bem, nem facilmente as retem na memoria.
Nestes termos intendi-epcec.mclhor, ordenar
novo compendio, que acostado ao de Bezout

podesse servir aos mesmos fins.
Todos sabem', quanto é' difficil_, screver

bons compendios.: Descartes, Newton , Lei
bnitz, Bernoulli" &c. (ao intender de d'Alem

bert) não teriam feito pouco em produzir
dignamente o de Geometria (*). .Não 'me

poupei porém a desvelo e a trabalho al

gum, para que as doctrinas fossem expos
tas com methode e clareza: e quiz antes
ser algumas 'vezes miudo, do que -vago nos

enunciados dos Theoremas , e ligeiro nas de-

'-----'�-----------------

(*) Pour faire d'excellens élémens de Géométrie, Des
cartes , Newton, Leibnitz, Bernoulli, &c. n'eussent pas été
de trop. (Alembert. )
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monstrações; lembrando-me sempre, como diz
o celebre professor de Felice (*), que a prin
cipal vantajem do studo desta Sciencia, é o

de crear e formar na mocidade o spirite de

Exactidão; falo do spirito geometrico, o 'unico

que segundo a expressão de outro sabio, é a

verdadeira fonte do dlscurrer , do inventar, e do
saber. Embora encontre isto a opinião de mui

tos, que tendo so por util das mathematicas,
o que pode ter immediata applicação aos usos.
mechanicos da vida, julgam para, isso mais
do que suflicientes os enunciados das Proposi
ções. Ja deste mal se queixava o Geometra

portuguez, o Padre Manuel de Campos, con

tra aquelles que tendo obrigação de instruir e

formar verdadeiros mathematicos, como são Inge
nhelros , Pilotos, e Architectos , lhes dão sómenie

umas doctrinas superficiaes , que não servem mais

que de crear ignorantes e presumidos com pouca
utilidade do bem publico. Ver-se-á tambem do

(*) Mais le principal avantage des mathématiques, c'est
la justesse de l'esprit, qu' elles produisent chez ceux: qui
les cultivent. La prémiere qualité de l' homme, la plus né
cessaire, celle qui s'étend à toutes ses actions I à tous ses

emplois, et qui etant jointe à la droiture du cœur, qu'elle
doit mettre en œuvre, et conduire par sa lumière, fait
toute sa perfection, c'est la justesse de l'esprit.

Leçons de Logique par Mr. le Professeur de Felice.
.

**
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contexto da obra, que busquei, quanto me

foi possivel , conservar a analogia entre as suas

partes (*). As rectas e os planos, os triangules e

os tetraedros , os parallelogrammos e os paralle
lipipedos , dc. são quasi sempre tractados de
baixo do mesmo aspecto: e proposições ha,
que vão transcriptas de huma Secção ás ou

tras, com a unica differença de mudar as pa
lavras linha em área , e área em volume.

Algumas .diíliculdades se tem encontrado
em demonstrar certas hmn ills. -e entre todas
a das parallelas tem dado mais que intender
aos Geometras. Eu quiz antes valer-me do

principio da similhanca ; €i me persuado de

que facilmente se me concederá « Que :si
duas rectas que estão inclinadas a respeito
de terceira, concorrem; outras que estiverem
inclinadas do mesmo modo a respeito dessa
ou de outra terceira, similhantemente tam

bem concurrerão. »

Era egualmente difficil , pelo menos não se

soube por muito tempo, demonstrar com o ri-

-,
-------------......_----�------

(*) La conservation de l' analogie entre lés parties d'un
même Traité, est de la plus haute importance, puisqu' en

même temps qu' elle aide la mémoire du lecteur, elle
l' accoutume à généraliser ses idées.

Lacroix no disc. prelim, dos Elem. de Ccom.
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gor geometrico o Theorema n.O 508 (*). Recur
riam á idea dos infinitos; quand.o Legendre
mais zeloso da exactidão tentou romper as tre

vas por um modo ingenhoso e elegante. Mas
elle mesmo, e Lacroix que o seguira, não

-

se

satisfizeram depois com a evidencia desse me

thodo, como este dá a intender na nota da.

pago 165 dos seus Elementos de Geometria,
4." edição feita no anno de 1804, em que appa
rece com outra demonstração, qual a que da
mos com pouca differença nestes Elementos: e

a suppõe achada em primeiro Iogar por Mr.Am

père, Professor na Schola central de Lyão ("),
Nós porém lha não concedemos em honra das
Letras portuguezas; e declaramos que a temos

lido nos Elementos de Geometria do Padre
Manuelde Campos, impressos emLisboa no

anno de 1755, e por conseguinte. muito aute

rior a Mr. Ampère. Não queremos com isto

(*) Veja-se o mesmo discurso preliminar.
(**) Elle se expl'essa desta' maneira : Si on ne reg:-ll'de

pas cette égalité comme évidente, on la pl'ouvel'a ainsi qu'il
suit. E dando a demonstração, accrescenta : Celle démons
tration très-simple paroit avoir été trouvée en premier
lieu par Mr. Ampère, Professeur à l'Ecole centrale de

Lyon. Veja-se o citado Ensaio a P: 326.
Esta mesma demonstração vem ja nos Elementos de Geo

metria de Legendre impressos em 1812, 9." edição.
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tirar o merito a este Professor; que pode bem
ter-se encontrado em seu raciocinio com o

Geometra portuguez : só não consentimos que
se attribua a aquelle a gloria de primeiro no

invento; nem ainda á José Anastasio da Cu

nha, como alguns pretenderam, alias Geo
metra de mui distincta reputação.

De certas applicações, taes como alinha

mentos, medição de distancias, configura
ções, &c. intendi desnecessario tractar aqui,
tanto por terem logar propno na Trigonometria
rectilinea , como por que requerem o conheci
mento de alguns instrumentos , para o qual
não basta unicamente a descripcao delles.
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ADVERTENCIA.

Intendemos por construcçoes geometricas aquellas opera
ções graphicas, em que so se emprega a regua, e o

compasso.
Os numeros, que se encontrarem entre parenthesis, são

citações de alguma proposição destes Elementos. Por ex. (14)
indica a proposição ou § 14: e (1.°) , ou (2. C), &c. indica
a parte já demonstrada da proposiçao de que se tracta,
ou do § que se cita.
Ax. significa Axioma, isto é, uma proposição por

si mesma evidente.
Theor.

Coroll. »

Theorema, isto é, uma proposiçao , que
se ha de demonstr-ar.

Problema, isto é, uma questão que
se ha de resolver.

Corollario , isto é, uma consequencia
de pr oposição demonstrada.

Scholio, isto é, uma reflexão sobre algu
ma ou mais proposições precedentes.

Solução.

»

Pt·obi. »

Schol.

Soluço ))

Demonstr, Demonstração.
Hyp. » Hypothese.
Const?". » Construcçâo.

Não damos a explicação dos signaes algebricos, por

suppormos no leitor princípios de Algebra, pelo menos

até ás equações lineares.
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Noções geraes e definições.

1. Consideramos os corpos .. somente como por
ções de extensão penetraveis, divisiveis, eafiguradas.

Notamos em qualquer delles tres dimensões: com

prlmento , largura, e profundidade.
Si abstrahindo a profundidade, contemplamos so o

exterior do corpo; temos a idea da superficie.
Si na superfície abstrahindo a largura, attende

mos unicamente ao cornprimento , temos a idea da

linha.
Si na linha abstrahindo o comprimento, considéra

mos somente o logar em que ella começa ou termina;
temos a idea do ponto.

Conseguintementee
Corpo é uma extensão com tres dimensões: com

prlmento .. largura , e profundidade.
Superficie é uma extensão com duas dimensões:

eomprimento.. e largura.
Linha é uma extensão com uma so dimensão: com

primento,
JI>

,
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Ponto é o logar da Extensão, que se considera sem

dimensão alguma.
2. Todo o spaço terminado, ou por uma ou mais

linhas, ou por uma ou mais superficies, diz-se

figura.
3. Intendemos por volume a quantidade de ex

tensão com tres dimensões, q.ue um corpo occupa:
E por drea a quantidade de extensão superficial que

se contém em uma figura.
4. Duas figuras são eguaes, quando podem ajus

tar-se perfeitamente entre si.

PRIMEIRA SECÇÃO.

Das linhas.

5. Entre as linhas distinguera-se rectas .. e curvas.

Chamam-se rectas aquellas linhas que não podem
ter dous pontos communs, sem que se confundam
inteiramente:

"

-E curvas as que não são rectas.

6. Coroll. Dous pontos dados deterrninam a situa

ção de uma recta: e ao mesmo tempo a sua gt'ande
za , si estes dous pontos são extremos della.

Esta se diz ser a distancia recíproca 'dos 'dous

pontos.
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7. Nomell.-sc uin ponto com uma. letra: e uma

recta com duas, posta cada uma nos extremos da

recta. Assim a recta (fig. 1) tirada entre os doug

pontos A, B, se nomea a recta AB.

8. As linhas medem-se com outras linhas: porém
geralmente a medida cornmum das linhas, e a mais

simples, é a recta. Medir u ma linha recta ,. ou curva,

é procurar a relação, que ha entre essa linha e uma

recta conhecida, a qual se considera então como uni

clade. Por ex: quer-se medir a recta AB (fig. J),
isto é, achar a relação, que ha entre AB e outra recta

DE, que se tomou para medida. Para isso se pro
cederá da maneira seguinte.

Si for AB > DE� applique-se DE pelo seu compri
mento successivamente sobre All � em quanto nesta

se podér ir contendo , começando de A para B.

Supponha-se que applicada duas vezes até C, ficou
o resto CB <DE. Será AB=2DE+CB. Applique-se
do mesmo modo o resto CB sobre DE: e suppo
nhamos tambem qlle applicado tres vezes até F, so

brou FE<CB. Será DE=3CB+FE. Continue-se
cla mesma forma com este segundo resto: e demos

que finalmente acconteça caber FE em CB cinco ve

zes sem resto algum. Será CB = 5FE: e por tanto

DE=16FE: e AB=37FE; ou ÁB=�DE: valor

conhecido, pois é expresso na medida que se esco

lheu, Donek se vê 1.0: Que as linhas AB � DE estão

entre si, como os numeras 37, e 16; por quanto
AB : DE :: 37: 16. 2.0: Que FE é a maior medida
commum que ha entre as linhas AB, DE.

Si neste processo ainda. ficasse resto ; continuar-se-
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hia do mesmo modo. E como todas as vezes que o

houver, se, pode assim continuar, segue-se que, ainda

quando não possamos achar exactamente a relação
entre duas linhas, sempre nos podemos aproximar
della quanto quizermos; e pelo menos, sem erro

sensivel , exprimir em numeros a relação que se dá
entre ellas, Taes linhas dizem-se incommensuraoeis,

g. A fim de facilitar a intelligencia do que vamos

a dizer ácerca das linhas, supporemos nesta I.· Sec

ção, e na 2.·, que todas as linhas e figuras estão de

scriptas sobre a mesma superflcie plana .

. Chama-se superficie plana, ou plano simplesmente,
aqueHa superficie , sobre a qual se pode exactamente

applicar u�a recta em todos os sentidos. E a que não

é plana, chama-se superficic curva.

. 10. Coroll. A recta, que tem dous pontos em um

plano, existe toda nelle.

I I. A linha curva, que não pode ser cortada por
-

uma recta em mais de dous pontos, diz-se convexa.

- 12. Ax. De todas as linhas, que terminam nos

mesmos pontos, a recta é a minima: e entre as que
estão da mesma parte cla recta, a convexa interior é

sempre menor do que qualquer outra exterior.

13. A superfície curva, que não pode ser atra

vessada por uma recta em mais de dons pontos diz-

se convexa.

J [�. 'Ax. De todas as superficies, que terminam
nas mesmas linhas .. a plana

é
: a minima: e entre as

quc estão da mesma parle da plana" a convexa intc-,
rior é sempre menor elo que qualquer outra exterior.

• AS", _E' faejl ver', (lue a quaesqucr tres pontos
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se pode applicat um plano. POI' quanto assentado o

plano sobre a recta tirada por dous desses pontos, si

o fizermos gyrar sobre ella , necessariamente ha de ir

encontrar o terceiro ponto, prolongado o plano, si for

preciso.

16. THEon. Si dous planos tiverem tres pontos
communs _, que não estejam em linha recta, con fun
dir-se-hão inteiramente.

Detnonstr. Sejam os ponlos (fig. 3) A, B _, C,
communs a dous planos. Tirem-se as rectas AB, BC_,
AC. Estarão todas tres em ambos os planos (IO).
Tome-se qualquer ponto F em uma deltas; e qual
quer ponto E em outra. Tire-se a recta FE indefinida.
Estará FE também em ambos os planos; por ter os

dous pontos F _, E_, em ambos elles. O mesmo accon-

'tecerá a respeito de qualquer outra, que se tirar.

Logo os dous planos tocam-se por toda a parte. Por

conseguinte confundam-se inteiramente.

17, Coroll. Tres pontos, que não estão em linha

recta, determinam a situação de um plano.
18. De todas as linhas curvas tractaremos unica

mente da circumferencia do circulo.
Chama-se circulo a figura terminada em um plano

por uma so linha, a qual tem todos' os seus pontos
equidistantes de outro ponto do mesmo plano. Este

ponlo chama-se centro do circulo. A linha que o

termina , circumferencia. As rectas tiradas do centro

para _ a circumferencia , raios. E a que passa pelo cen

tro l e term ioa
_

de uma e outra parte na circ II mfe-
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rencia, diametro. Qualquer porção da circumferencia,
arco. A recta, cujos extremos são os mesmos de um

arco, corda, ou subtensa. A porção do circulo termi

nada por um arco e pela sua corda , segmento: e por
um arco e pelos raios que interceptum esse arco,

sector.

N. B. Denotaremus algumas vezes os arcos com este

signal ..--..

posto pOl' cima das letras que marcam seus

extremos, a fim de os distinguirrnos das cordas,

19. THEOn. O diametro divide a circumferencia , e

o circulo -' em duas partes eguaes.

Seja (fig. 4) o circulo CAEBDA -' cujo centro é

C; e AB um diametro. Digo que a circumferencia e

o circulo estão divididos por AB em duas partes
eguaes.

Demonstr, Imagine-se dobrada a figura pelo diame
tro AB; e applicado um ponto do segmento AEBCA
sobre o segmento ADBCA. O plano daqnelle !:ie ajus
tará sobre o deste (16): e todos os pontos do arco

AEB cairão sobre o arco ADB; POI' que o raio,
que se tirasse para um ponto a Oil d, que não cais

se sobre ADB, seria> ou < CD raio do mesmo cir

culo: o que é contra a definição (18). Logo o

arco AEB se ajustará sobre o arco ADB, e lhe será

egual; pois tem os mesmos extremos. Por conse

guinte AEBCA=ADBCA. Mas ambos os arcos fazem
a circumferencia, e ambos os segmentos o circulo.

Logo cada arco é a metade da circumferencia, ou

urna semi-circumferencia : e cada segmento a me;"
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tade do circulo ou semi-circulo, Logo o diametro
divide a circumferencia e o circulo em duas partes
eguaes.

20. Assentaram em repartir a circumferencia do
circulo em 360 partes eguaes, a que deram o no

me de graus: cada um destes em 60 partes eguaes,
a que

-

chamaram minutos: cada minuto em.. outras

60 partes eguaes, a que chamaram segundos: e as

sim foram successivamente subdividindo, dando a

estas subdivisões de 60 em 60 os nomes de minutos,
segundos, terceiros, &c.

O grau denota-se com o signal.
O minuto.

O segundo.
&c ..

I/

Por ex. 3· 4-7 I 52 /I

quer dizer 3 graus, 47 mi

nutos, e 52 segundos.

.

. Dos angulos e sua medida.

21. Duas rectas, que concorrem em um ponto,
estão ambas no mesmo plano ( 17 ); e se diz que fa
zem engulo.

E formarão sempre um sector, descrevendo-se
com qualquer raio do ponto do concurso, como

centro, um arco que nellas termine ( 18). Assim a

um angulo corresponde 1.1� arco de circulo: e reei

procamento,
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Em geral se diz que' fazem angule duas linhas

que co-ncorrem em úm ponto. Este chama-se ver

tice do angulo; e as linhas lados: e conforme estas

são , rectas ou curvas, ou uma recta e a outra

curva , se lhe dá o nome. de angule rectilineo.,
curoilineo , ou miætilineo; Si os lados se prolongam
do vertice para il outra parte; o angulo formado pelo
prolongamento dos dictos, diz-se verticalmente op
postõ a respeito do primeiro: e reciprocamente.
Fig. 6.

22. Nomea-se um angule com tres letras, das

quaes a media se põe no' vertice, e cada uma das ou

tras em seu lado. Assim para dizermos o angulo for
mado pelas duas. linhas "AC� .BC (fig. 5 ) diremos o

angulo ACB � ou BCA: ou simplesmente C" quando
não niais de um arigulo liver o 'vertice no mesmo

ponto; por que no caso contrario, dizendo-se so

mente C, como na fig. 6, não saberemos de qual
dos angulos se fala.

Tractaremos unicanrente dos angulos rectilineos.
23. Dous angulos são eguaes, quando applicado

o vertice dt( um sobre' c vêrtic� tIer oütro , e ajus
tado um lado sobre um lado, os outros dous tam

bem se ajustam, sobrepostos os planos. Mas si en

lre ôs dous lados de um eae o segundo lado do

outro; aquelle angulo se diz maior do qûe esté, ou

éste menor do qùe aquelle: e é nestë sentido que
os considerámos como grandezas.

A grandeza' pois de um angulo não depende da
ele seus "lados.
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24. THEOR. Si dous sectores do mesmo circulo, óu

de circulas eguaes � tiverem arcos eguaes; terão angu
los eguaes� dreas eguaes .. e serão eguaes, E o que
tiver maior arco; terd maior angulo , maior área ..

e serd maior.

1.
o Sejam ( fig. 7 ) os sectores CAB, CDE do

mesmo circulo: e AB DE. Digo que o angulo ACB
é = angulo DCE; a área CABC = área CDEC; e os

sectores eguaes.
Demonstr, Dobre-se a figura, de modo que o raio

CB se ajuste sobre o raio CD. O arco BA se ajustará
sobre DE ( 18): e por ser ÁÈ .:__ÍiÈ � hypo ), o

ponte A cairá em E. Logo tam bern CA. se ajustará
sobre CE ( 5 ); o angulo ACB cobrirá exactamente o

angulo DCE; e a área CABC a área CDEC: Logo
ACB = DCE; CABC = CDEC; e eguaes os sectores,

pois se ajustam perfeitamente.
2.

o Seja porêm Â.i) > M. Digo que o angulo ACD
> angulo DCE; a área' CADC;> área CDEC; e o se

ctor CAD> sector CDE.
Demonstr. Por quanto é AD> DE; haverá em JD

uma porção _Œ=DE. Tire-se CB. Será o angulo ACB

=angulo DCE; a área CABC=área CDEe; e o sector

CA.B=sector CDE ( 1.0). Mas é evidentemente o an

gulo ACD > angulo ACB; a área CADC> área CABe;
, e o sector CAD> sector CAB. Logo tambem o angulo

ACD> angulo DCE;' a área CADC> área CDEC; e o

sector CAD> sector CDE.
25. Coroll. 1.0 Reciprocamente: si d�us sectores

do mesmo circulo , ou, de circulos eguaes ,
tiverem

B



-10-

angulos eguaes, terão arcos eguaes, áreas eguaes ,

e serão eguaes. E o que tiver maior angulo, terá

maior arco, maior área, e será maior.
26. Corail. 2.0 Dividindo pois a circumferencia

de um circulo em quaesquer partes eguaes, AB,
BD., DE, &c., e tirando para os pontos da divisão
os raios CA, CB, CD, CE, &c.; os angulos ACB, BCD,
DCE, &c., assim como os respectivos sectores, serão

eguaes. E por isso teremos ACB : BCD: DCE : &c. ::

AB : ífij: DE: &c.; e logo ACB+BCD+DCE+&c.
(somma de todos os antecedentes): jjj+BD+ÍiÈ
+&c. (somma de todos os consequentes) : :ACB ( um

so antecedente): ÃB ( seu consequente); ou como

qualquer numero de vezes ACB para o mesmo nu

mero de vezes AB. Por ex. :: ACD : ÃD :: ACE: ÁÈ
:: &c.

Do mesmo modo se comparam as áreas.

27, THEOR. Postas duas grandezas deseguaes; si

da maior se tirar não menos da metade; e do resto

não menos da met ade; e assim se continuar ; ficará
por fim urn. resto mais pequeno do que a menor da

quellas duas grandezas.

Demonstr. Seja a grandeza A> B. E' evidente que
algum multiplo de B excederá A. Si for 3 B > A; com

mais razão será 4 B>A� Si for 5 B>Ã, ou 6 B>A,
ou 7 B> A; tambem com mais razão será 8 B > A; &c.

Logo haverá sempre um multiple da forma 2. 2,2. 2 •

.... 2 B>A. É logo t. 2. �-. � .. J-A<B.
Tirando mais da metade será o resto muito menor,
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!:I8. THEoR. Os angulos estão entre si .. como os ar

eos dos sectores formados sobre os seus lados com o mesmo

raio; all lambem como as dreas dos mesmos sectores.

Sejam ( fig. 8 ) os angulos ACB, DEF: e sejam os

arcos AB s DF .. descriptos com o mesmo raio. Digo
que é ACB : DEF:: AB : DF.

Demonstr. Supponha-se tomado de A para B o arco

AG=DF. Tire-se CG. Será o angulo A CG =DEF ( 2[� ):
e ACB : ACG :: AB : AG. Por que si não for ACB
: ACG::AB : AG; será como AB para um arco> ou

< AG. Seja:: AB : arco> AG_, isto é::.iii: ,47. Conceba
se dividido AB em tantas partes eguaes, que um dos

pontos da divisão cáia entre r e G; por ex. i. Tire-se o

raio Ci. TeremosACB : ACi:: AB: Âi. (26). Mas tambem

supposemos ACB : ACG:: AB : Ar. Logo ACi : ACG
:: Al: h. Mas ACi>ACG: logo Ai>;[;: o que é

absurdo. Pois seja::.ÁÈ: arco < AG, . isto é,:: ÁÈ
: Ar'. Conceba-se dividido AB do mesmo modo, até

que um dos pontos da divisão dia entre r' e G, por
ex. i", Teremos da mesma forma ACB: ACi':: AB
: ..(ii'. Mas tambem supposemos ACB : ACG:: ÂÈ : Ar' .

Logo ACi' : ACG :: Ai' : Ar'. Mas ACi' < ACG: logo
.ii' <A;., : o que é absurdo. E pois não é ACR : ACG

,...-...... ...--... �....--...

:: AB: arco >ou< AG; será :: AB : AG. Mas ACG=

DEF .. e AG=DF (constr.). Logo ACB : DEF:: AB: DF;
Da mesma forma discurreremos a respeito das

áreas.

29. CoroLl. Pois os angulos são pl'(�rcionaes aos

arecs dos sectores formados sobre os seus lados com

'Û mesmo raio; segue-se flue podemos representar
'

os
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angulos pelos dictos arcos ; e conhecer pOl' meio

destes a grandeza daquelles. Com effeito :

. Seja ACB (fig. 5 ) um angulo que se quer medir:
e n

"
o numero dos graus e partes do grau do arco do

sector formado sobre os seus lados. Denotando I
h

O grau angular, ou angulo correspondente ao arco

de I .; teremos I· : nO:: !
h

: ACR. Logo AC B = �
X I

h

= n X I
h

= n he : onde se vê que o a(lgulo vem

expresso em medidas angulares, e pelo mesmo nume

ro dos graus, e parles do grau, de que consta o

arco. Pelo que pode o arco representar o angulo: e é

neste sentido que daqui em diante diremos que lhe

serve de medida.

-�=�=--

Das perpendiculares, e obliquas.

30. THEOll. Si uma recta cair sobre outra; fará
com esta, prolongada si for necessaria _, dous angulos,
cada um de sua parte _, que junctos valerão 180·.

Cáia ( fig. 9 ) a recta AC sobre a recta BD_, fazen
do com esta os dous angulos ACR_, ACD. Digo que

ACB+ ACD= 180°.
Demonstr, Faça-se centro em C, e com qualquer

raio CE descreva-se a semi-circumferencia EFG. Será
EF a/medida' de ACB_, e ffG a medida de ACD ( 29).
Porém EF+rG fazem 180·. Logo ACB+ACD= 180°.

31. Coroll. I.· Si os dous angulos são eguaes;
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cada um é = goo: e chamam-se angulos rectos; e a li

nha incidente perpendicular. Si deseguaes; o maior

é> goO, e o mener < goo: e chama-se aquelle , angulo
obtuso; e este, angulo agudo; e a linha incidente,
obliqua.

32. Coroll. 2.° Logo si uma recta for perpendicu
lar á outra recta, tamLem esta o será a respeito da

quella.
33. Dous angulos, cuja somma é 180°, dizem-se

supplementos um do outro: e aqnelles, cuja somma,
ou differença é goO, dizem-se complementos .

Sii.. COI'oLl. 1.° Os angulos, qne são eguaes, tem

supplementos eguaes, e complementos eguaes. E

reciprocamente: os que tem supplementos eguaes, ou

complementos eguaes, são eguaes; sendo porém ou

ambos agudos, ou ambos obtusos, os que tiverem

complementos eguaes.
35. Coroll. 2.° Logo os angulos verticalmente op

postos são egnaes. Por ex. ( fig. 6 ) ACB = GCF.
Por que ACG é supplemento assim de ACB, como

de GCF.

36. THEon. Por um ponta não se pude tirar mais

do que uma perpendicular a uma recta.

Este Theorema comprehende dous casos: pOL· que
ou o ponto está na recta, ou íóra.

1.° Esteja o ponto na recta; e seja esta BD (fig. g),
e aquelle C. Digo que por C não se pode tirar mais,
do que uma perpendicular a BD.

Demonstr, Si é possivel, tirem-se duas; e sejam CA ...
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CA'. Pelo n.
o SI se mostra a impossibilidade.

2.
o Esteja agora o ponto fóra da recta; fi sej a

esta EF (fig. 10), e aquelle C. Digo que por C
não se pode tirar mais do que uma perpendicular
a EF.

Demonstr, Si é possivel , tirem-se duas; e sejam
CA .. CD .. que se imaginem continuadas de ri .. e D. Si.
dobrarmos o plano da figura por EF; ajustar-se-ha
CA sobre o seu prolongamento; e CD tam bern sobre
o seu; por serem rectos os angulos que formam em

A.. e D.. de uma e outra parte de EF. Mas então

o ponto C commum ás duas CA .. CD s deve estar no

prolongamento de uma e outra: logo CA .. e CD pro
longadas tem outro ponto commum: o que é impossi
vel (5). Logo &c.

37. TUEOR. Si duas obliquas a uma recta .. tiradas

de um mesmo ponto situado fóra della .. forem eguaes;
desviar-se-hão egualmente da perpendicular abaixada

do dicto ponto .. e farão com esta angulos eguaes. E si
'

as obliquas [orent deseguaes ; a metior se desolara me

nos , e fard angule menor.

1.. Sejam (fig. IO) CA .. CB .. duas obliquas eguaes
tiradas do ponto C para a recta EF. Digo que CA .. CB
se desviam eguahnente da perpendicular abaixada do
mesmo ponto C sobre EF: isto é, DA=DB; e CD

perpendicular.
Demonstr, Supponha-se dividido o angulo ACB em

duas partes eguaes pela recta CD. Dobre-se por CD a

figura. Sobreposto o plano CDA ao plano CDB .. Cl
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recta CA se ajustará sobre CB_, por ser o angulo ACD
=DCB ( hypo ): e o ponto A cairá em B_, por ser

CA=CB ( hyp.). Logo também DA se ajustará sobre
DB (5); e como tem os mesmos extremos, é

DA=DB. Mas então o �ngulo ADé cobre exacta-

mente o angulo CDB_, e por isso ADC=CDB ( 23 ).
Logo CD é perpendicular no meio de AB ( 31 ). E

logo &c.
Ao mesmo tempo fica provado, que as obliquas

eguaes fazem com a perpendicular angulos eguaes.
2.° Seja porém (fig. Il ) CA> CB. Digo que CB

se desvia menos da perpendicular, do que CA.

Demonstr. Sobre CB continuada tome-se Cr=CA:
e fazendo centro em C descreva-se com o raio CA
um arco, que passará pelo ponto r, e cortará AF em

um ponto n. Tire-se Cn. E por quç Cn=CA; abai

xando-se de C sobre EF a perpendicular CD, será

DA=Dn ( 1.0). Mas é Dn>DB: logo lambem DA
> DB. Logo CB se desvia menos da perpendicular,
do que CA.

Do mesmo modo se provará ser ACD > BCD: isto

é, que a obliqua menor faz com a perpendicular an

gulo menor.

38. Corell. 1.0 Reciprocamente: si duas obliquas
a uma recta, tiradas de um mesmo ponto situado fóra

della, se desviarem egualmente da perpendicular
abaixada do dicto ponto, ou fizerem com esta an

gulos eguaes; serão eguaes. E as que menos se des

viarem, ou fizerem angulo menor, serão menores.

39. Corell, 2.0 Logo a perpendicular é a mener

recta que para: outra se pode tirar
I
de um ponto si ..
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tuado fóra. (Por ella se mede a distancia, que vae de

um ponto a uma recta.)
40. Coroll. 3.0 De um mesmo ponto situado Ióra

de uma recta não se pode tjrar para esta tres rectas

eg'iiàes: ne m tres, das quaes duas sendo eguaes entre

si, e maiores do que a terceira, estejam do mesmo

lado dessa terceira.

41. Coroll, l�. o A perpendicular levantada no meio
de uma recta passa por todos os pontos equidistantes
dos extremos dessa recta: e so passa por esses. Por

que a perpendicular, que de taes pontos se abaixar
sobre a dieta recta, cairá no meio della; e ahi não

pode haver mais do que uma perpendicular. (36). E

si fosse possivel passar esta por algum ponto não

equidistante daquelles extremos, a perpendicular
delle tirada não cairia no meio da recta: contra o

supposto.
1�2. Schol. Conclue-se pois: que uma recta será

perpendicular á outra, todas as vezes que passar por
dous pontos, cada um dos quaes diste egualmente
de outros dous tomados em est'outra.

43. THEOR. Em todo o angule agudo a perpendi
cular, que de qualquer ponto de um dos seus lados
se abaixar sobre o outro lado .. cairá dentro do dicto

angulo agudo.

Seja (fig. 12) o angulo agudo ABD. Digo que a

perpendicular abaixada de qualquer ponto A de um

dos lados AB sobre o outro BD cairá dentro do an

gulo ABD.·
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Demonstr. Si é possivel, cáia fóra , como por ex.

AC. � perpendicular, que do ponto B se levantar so

bre CD, encontrará AC em um ponto E:. o que é

impossível ( 36, 2.
o ). Logo &c.

M�. THEOR. Si tres rectas fecharem spar;o, a som

ma de quaesquer duas será maior do que a terceira.

Sejam (fig. 13, e 14) as tres rectas, que fechem

spaço, AB, BC, CA. Digo que a somma de quaes
quer duas, por ex. AC+BC > AB.

Demonstr. Consta do Ax. n.· 12. Pôde tambem
demonstrar-se da maneira seguinte. Supponha-se ti

rada do ponto C sobre AB a perpendicular CD. Será

AC>AD; e CB>DB. Logo tambemAC-I-CB>AD+
DB. Porém AD+DB (fig. 13) é a mesma AB, ou

(fig. l[�) >AB. Logo-AC+BC>AB.

4.5. PROBI," No meio de uma recta dada levantar ft

perpendicular.

Seja (fig. 15) a recta AB.

Salue. Tome-se de um dos extremos A. na dicta
recta uma parte arbitraria , que seja porém maior do

que o resto. Com esta como raio, fazendo centro em

A, descreva-se um arco' EF: e com o mesmo raio,
fazendo depois centro em B, descreva-se outro GJi;
O qual corte o primeiro em um ponto C. Do mesmo

modo, e com o mesm o, ou diverso raio, determ ine

se outro' ponto C', ou C", ou fique por baixo, ou

por cima da recta AB. Tire-se por estes dous pontos
c
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C, C I, a recta CC I. Será esta a perpendicular pe
dida (�2).

L�6. Schol. Serve esta proposição para dividir uma

recta pelo meio.

47. PROEL. De um ponta dado tirar a perpendicu
lar a uma recta dada.

Seja (fig. 16) a recta AB; e o ponto C.

Soluço Faça-se centro em C, e com o raio CD,
tal, que descrevendo um arco este corte AB; mar

quem-se os pontos D, E. Destes, como centros, e
I

com maior raio do que a metade de DE (45), des-

crevam-se outros dous arcos , que se cortem em C I
,

ou cr r. Tire-se CC'. Será esta a perpendicular pe
dida.

48. Sc/lOI, Si o ponto C estivesse na recta AB

(fig. 17)' faríamos a mesma construcção , tomando

CD=CE, �c. Porém se tivesse tal situação, (lue se

não podesse marcar um dos poutos D, ou E (fig. 18),
continuariamos a recta AB primeiramente, e fariamos

depois a construcção,

Dos arcos de circulo, e das suas cordas: das

rectas consideradas a respeito da circumfe
rencia do circulo: e das circumferencias con

sideradas umas a respeito das outras.

L�9. TUEOR. A rccta ; que em qualquer circulo for
perpendicular a uma corda , e passar poJ' um dos tres
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pontos: centro do circulo, meio da corda, e meio

do "arco que essa corda susté m:

.

passard pelos ou

tros dous. E reclprocamente : a qlle passar por dous

desses pontos, passarei pelo terceiro � e será perpendi
cular d corda.

Seja (fig. 19) o circulo CAEA, cujo centro é C;
e a recta CG perpendicular á corda AB. Digo que
CG passa pelo meio de iB, e da corda.

Demonstr. Tirem-se os raios CA, CB. Segue-se do

n. 037.
Consequentemente a perpendicular á cor da que

passar pelo meio d'ella, ou do arco, passará pelos
outros dous pontos; visto que tirada do centro deve

passar por aquelles , e por um ponto não passam duas

perpendiculares á mesma recta ( 36 ).
A reciprocá é manifesta : pOl' quanto esses lres

pontos existem todos na mesma linha recta, perpen
dicular á corda ( 6 ).

50. TllEOR. No mesmo semi-circulo � all eni semi
circulos eguaes � arecs eguaes tem cordas eguacs, E
area maior, corda maior,

i ." Seja (fig. 19) ÁiJ=M. Digo que AB=DE.
Demonstr. Couceba-se dobrada a ügura pelo dia

metro, que divide pelo meio o arco BD. Sobrepostos
os semi-circulos, o ponto B cairá cm D, e o ponto Ji
em E, pela cgualdade {los arcos (hyp. ). Logo Ali
.'3C ajustará sobre DE. E logo AB=DE.
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2.· Seja porém ( fig. 20 ) AB > DE. Digo que
AB>DE.:

Demonstr. Pois é AB >'Íii:; haverá em AB um

arco ÁF=ÍiÈ: e será AF=vE ( 1.0). Tire-se RF; e

do centro C abaixe-se sobre BF a perpendicular CI.

Tire-se tambem LF. Será BI=FI ( [�9 ): e logo LB

=LF ( 38). Mas é AL+LF> AF ( 4[�). togo AL

+LB>AF: isto é, AR>DE.
51. Corell. Reciprocamenle: no mesmo semi-cir

culo, ou em semi-circulos cguaes, cordas eguaes
tem arcos eguaes. E corda maior, arco maior.

Seja (fig. 22 ) o angulo ACB.

So/up. Faça-se centro em C, e com qualquer raio

52. PUOEL. Fazer em unt ponta dado de uma recta

uni angulo egual a outro angule dado.

Seja ( fig. 2 I ) a recta AB; o ponto C; e o an

gulo acb.

Soluc. Descreva-se do ponto c, como centro, COlÍl

qualquer raio cg o arco ge. Tire-se a sua corda ego
Com o mesmo raio cg, e fazendo centro em C descre

va-se o arco indefinido EH: e com a corda cg, como

raio, e fazendo centro em E, descreva-se outro, que
corte EH em urn ponto G. Tire-se pelos pontos C, G

a recta CG. Será o angulo construido GCB=acb: como

se pedia ( 24, e 51 ).

53. PHOBL. Dividir uni angulo , ou arco, em duas

partes eguaes.
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Cà descreva-se o arco ab. Tire-se a sua corda; e no

meio desta levante-se 'a perpendicular CD (45 y. Digo
que o angulo ACR está dividido em duas partes eguaes
ACD, DCB ( 49 ): como se pedia.

54. PnoBL. Dada a circumferencia, où arcu de um

circulo, achar o centro.

Seja (fig. 23) a circumferencia dada ABD.

Soluc. Tomem-se nella tres pontos A, D, D. Tirem
se as cordas AB, BD. Levantem-se no meio' de' cada
uma as perpendiculares FL, EM. Digo que estas con

currerão em um p_onto C; e que este, é o centro do

circulo.

Demonstr. Com elfeito o centro deve estar tanto

em FL como em EM ( [�9)' Logo ha de estar em

um ponto C cornmum a ambas, Logo ellas hão de con

currer nesse ponto C; e este é o centro.

O mesmo practicariamos , quando dado um arco de

circulo o quizessemos continuar.
- 55. Coroll. Duas circumferencias de circulo não

podem ter tres pontos communs sem inteiramente se

confundirem. Por que as rectas tiradas de um desses

pontos para os outros clous, seriam cordas de ambos

os circulos: e por conseguinte o centro de ambos es

taria no mesmo ponto do concurso das perpendicula
res levantadas no meio dessas cordas. Logo a recta

tirada do dicto centro para um daquelles pontos,
seria raio de ambos os circulos; e é evidente Clue com

o mesmo raio , e centro, não se descrevem dous circu
los distinctos.
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56. TUEOR. Uma recta não páde cortar a circum

[erencia de um circulo em mais de dous pontos. (E
cortando-a chama-se secante).

Demonstr. Si é possivel (fig. 2!�), corte uma rc

eta fi circumferencia ABDA de um circulo em tres

pontos A, a, B. Tirem-se raios para estes tres pontos.
Pelo n.

o 40 se mostra a impossibilidade.

57. THEOR. A recta que toca a circumferencia de

uni circulo, e não a corta prolongada que seja, so a

toca cm um ponto. (E chama-se tangente. )

Demonstr. Si é possivel (fig. 24 ), toque uma re

cta a circumferencia ABDA de um circulo em dous

pontos A, B, sem que a corte, prolongada que seja.
Tirem-se raios para estes dous pontos. A perpendicu
lar, que do centro C se abaixar sobre a dieta recta,
cairá entre elles ( 37 ); e sed menor do quc qual
quer destes raios (39)' Logo ella encontrará a l'C

eta dentro do circulo; e por conseguinte esta cor

tará a circumferencia ; o que é contea a hypothese.
Logo &c.

58. Corell. 1.
o A menor recta, que se pode tirar

do centro de um circulo para a tangente, I� o raio

que vae ao ponto do contacto. Por que qualquer ou

tra que se tirasse do centro para a tangente, sairia

Ióra do circulo; e seria por conseguinte maior do

que o raio.

5g. Coroll. 2.
o E' pois a tangente á circumferen

cia de um circulo perpendicular ao raio, clue vae ao
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ponto do contacto ( 39 ): e por isso unica nesse

ponto ( 36 ).
60. Schol. Assim havendo-se de tirar a tangente

a qualquer ponto de uma circumferencia, levantar-se
ha a perpendicular no extremo do raio tirade a esse

ponto:
.

e será tangente.

61. THEOR. Si duas circumferencias de circulo pas
sarem por um mesmo ponto da recta, em que estão os

seus centros; so terão communi esse ponto , em que

por conseguinte se tocarão. E rcclprocamente : si se

tocarem em um ponto; esse ponto , e os seus centros

estarão na mesma recta.

Sejam ( fig. 25) as duas circurnferencias ABDA,
AbdA, as quaes passem pelo ponto A da recta Cc, em

que estão os seus centros C, c. Digo que estas duas

circumfereneias so tem commum o ponto A, em que
por eonseguinte se tocam.

Demonstr. Si é possivel, tenham outro ponto D

tambem com mum. Tirem-se as rectas CD, cD.

Será CD+cD> Cc (�LÍ). Mas si o ponto D é com

mum a ambas as circumferencias; é CD=CA; c

cD=cA: logo tambem CA+cA., isto é, Cc> Cc: o

que é absurdo. Logo &c.
Si as circumferencias forem' ABDA, AgdA; teremos

a mesma conclusão: será CC' +CID > CD; isto é, CC'

+C IA:> CA: absurdo.

Reciprocamente. Toquem-se ( fig. 26 ) as duas
circumferencias ABDA, AgdA no ponto A. Digo que
este ponto, e os seus centros estarão na mesma recta.



Demonstr. Si é possivel, não estejam; e seja a recta

Cc, a que passe pelos centros; e estes C, c. Tirem-se
ao ponto do contacto A os raios CA, cA. Será AC+
Ac> Cc. Mas é CA=Cb, e cA=cd: logo tambem Cb

+cd> Cc: o que é absurdo. Logo &c.
Si as circumferencias forem ABDA, Ad'g'A, e Cc'

a recta que prende os centros; se concluirá do mes

mo modo: teremos Cc'+c'A>CA.; isto é, Ccï-s-ctd!
> Cb: absurdo.

62. Corail.' 1.0 Duas circumferencias de circulo ,'
que se tocam em um ponto, tem nesse ponto a

mesma tangente. Por que ella é a perpendicular ahi

levantada sobre a recta, que prende os seus cen

tros ( 59 ).
63. Corail. 2.0 Duas circumferencias de circulo

de raios deseguaes não se tocam em mais de um pon
to: nem as de raios eguaes, si estas se tocam exte

riormente. Por que si a caso se tocassem em dous

pontos; estes estariam ambos na recta, que passa
pelos centros: e então haveria em uma circumferen
cia dous pontos não equidistantes do centro: o que é

contra a definição do circulo.
.

.

64. PROBL. Descrever com determinado raio uma

circumferencia de circulo, -que toque antra dada em

um ponto tombem dado.

Seja ( fig. 27 ) a ciroumferencia dada :ADA; e A o

pouto, em que se quer que a loque outra descripta
com o raio be.

Soluc. Pclo centro C ( que sc deve primeiramente
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achar (. 54 ), si não for dado J e pelo pontó A, tire

se a recta indefinida CL. Tome-se de A pará L na'

recta CL a parte AB=bc; ou de A para C na recta AC,
prolongada si for necessário, a parte AC'=bc. Faça-se
centro em B, e com o raio BA descreva-se a circumfe
rencia AEGA; ou faça-se centro em C', e com o raio
G'A'descreva-se a circumferencia cífêã. Digo 'que Cifpal
quer destas duas círcumfereàcias satisfaz- aO"'que' se'

pede .:

65. PiROBL. Fazer passar por um ponta dado uma -

ârcf1mfere.ncia de circulo, .que 'toque outra .dad« �m am

ponta também. dado.

Seja (fig. 28, e 29) o ponto B, pOl' onde deve

passar a circumferencia de circulo; e A o da circumfe
rencia AEGA, em que deve tocar.

-Sotf{è .• Do .poato' A tire-se o raio AC; e-para o pon�
te B a recta AB: 'Nó meio de AB .levante-sea perpen...

dicular LN; e do pQlll'tO CI, em que 'esta encontrar .o

raio CA pr01óngaaó, 'descreva-se corn o raio C'A acís-.
cumferencia AFBA:- Dig-o' que será, a;·cir.cumfereneia

pedida.
.

Prova-se pelos n.
o, 6 I, e 49, discurrendo como no

Problema u.
o 54:

..'

.

.

�6, Schol. Si, qùizessemos faZer passaI' pOl' um

pouto dado B ( fig. 30) uma circumferencia de cir

êulo , 'que tocasse uma- recta DE.em outro ponto dado
Â; ã- constrneção seria a mesma, 'cóm 'a unica differen
ça de Sé 1evantar no ponte A sobre a recta DE a per
pendicular AC ( 60 ).

D
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. Comtudo em um e outro', caso pode uma. v;ez ser

impossível o. Próblema.
"

-

_e_

Das parallelas. "

- 61. Ax. Si duas rectas, que fazem angulos coni.
uma- terceira', prolongadas concorrem; outras duas,
rectas, que fizerem com a mesma, ou com outra ter

ceira, angulos respectivamente eguaes para a mesma

banda, sîmilhantemente concurrerão, Çom effeito, si

os angulos (fig. 31 ) CAB, CBA são respectivamente
eguaes aos angulos GEF, HFE, e as rectas AC" BC

concorrem; lambem similhantemente concurrerão as

duas EG, EH.

- 68..' As rectas, que estando no mesmo plano se

não encontram, por.mais que se prolonguem de uma

e-outra parte, chamam-se parallelas. A recta, ,que as

corta, se nomêa.secante. Diz-se qne os angulos forma

dos pela' secante 'com cada uma das parallelas,
'

são

alternos, quando- estão de differentes bandas dasecan
tê: internos, -quando estão entre as parallelas: e ex

ternos, quando estão de fóra delIas.

69. THEOR. Si uma de duas parallelas for perpen
dicular a uma terceira recta , também: a outra o serd.

Sejam (fig. 32 ) as rectas parallelas 4B, CD: er ,"

seja AB perpendicular a EF tirada de um-pontoR da
outra' CD. Digo que também CD -será perpendicular
a'EF.
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Demonstr. ,Si é possivel , não seja. Então um dos

angulos CFE, ou' EFD, será agudo. Seja OFE. De

qualquer pouto C da recta FC, continuada até onde

o quizermos, abaixe-se sobre' FE a perpendicular CO

(43). E' manifesto que as duas rectas CD � CO fa
zem com a terceira FE o angulo CFE, e o recto

COF; e que as duas CD � AB fazem com a mesma

terceira FE o mesmo angulo CFE � e tambem o recto

AEF. Ora as duas CD, CO concorrem: logo tam

bem concurrerão as duas CD � AB (67): o que �
contra a hypothese. Logo &c.

2.· Seja agora AB perpendicular a EP tirada de
um ponto E da mesma AB. Digo que támbem CD
será perpendicular a EF em um ponto F� onde' esta

ha de encontrala,
.

Demonstr, Com effeito, como a perpendicular, que
do ponto E se abaixar sobre CD, é tambem perpen
dicular a' AB, como acabamos de 'ver (I. o) ; segue
se, que ella será EF; por 'quanto de um mesmo ponto
E não se pode tirar duas perpendieulares a AB ( 36).
Logo EF encontrará CD; &c.

70. Coroll. 1.· Duas rectas parallelas a uma ter

ceira, são parallelas entre si. Por que seriam perpen
diculares á mesma recta, que se tirasse perpendicular
mente sobre a dicta terceira: e por conseguinte não

podem concùrrer (36).
71. Corell, 2.0 Logo por um ponto dado fóra de

uma recla não se pode tirar mais do que uma paral
lela á dicta recta,

72. TUEOR. Si duas rectas cortadas por terceira fi-
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zerem com esta o engulo externo egual ao interno da
mesma banda; serão parallelus entre si. E reciproca-
mente: si duas rectas parallelas forem cortadas pon

_

terceira , farelo o angule externo egual ao interno da

mesma banda.

Sejam (fig. 33) as rectas AB, CD cortadas por

EF:, e seja o angulo externo EGB = interno GH/) da

mesma banda. Digo qüe AB é parallela a CD.
Demonstr, Sendo EGB =GHD (hyp.); e GHD=

CHF (35); e ÉGB=AGH; será BGB=G!lD=CHF
= AGIl: de sorte que as rectas A JJ, CD fazem com

EF para uma banda os mesmes angulos e,guaes, exter

no, e interno, que para a outra banda. Isto posto: si as

dietas rectas não são parallelas, concurrerão de uma

destas bandas. Ora não ha m'ais razãb p�ra concur

rerem desta, e não daquella : logo concurrerão '(le
ambas, o. que é impossível (5). Logo será AB p�
rallela a CD.

Reciprocamente. Sejam (fig. M) as rectas paral
lelas AB, CD cortadas por EF. Digo que o ãngulo ex

terno EGB=interno GHD da mesma banda,
Demonstr . Si não é 13GB = GHD; Hill delles .sef<á.

menor. Seja EGB. Então faça-se eanguI.o,ËGL=GHD
(52). -Será IL parallela a CD (}.o). Mas é AB pa
rallela a CD (hyp.): logo !aml;>em -1·(.; "parallela a

AB (70): o que é contra a definiçâo (�-8)., Logo
EGB=GHD.

73. C01'oll. Duas rectas pois (-fig. 33� AB, CD
tambem são parallelas entre si:

o).p Quando cortadas 'por terceira EF, «i)'S angulos
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alternos internos AGN .. GHD são eguaes. E recipro
camente. Por que então o angulo externo vertical
mente. opposto a 'um desses internos, é egual ao ou

tro interno- da mesma banda. '

- 2.0 E He1éJ. mesma razão: Quando 0S angulos al

ternos' externos E6B, CHF são eguaes. E recíproca
mente .

.
' 3.0 Quauj.do os angulos internos da mesma banda

BGH', GHD são supplementos, um do outro. E reei

procamente, Por que cada angule interno é supple
mento de .externo , que lhe é coníigùo ; e por .isso Q

dieta 'externo egual ao outro interno-da mesma ban
da ':( 3lr).. _

: 4 ..

0 E 'pela mesma razão: Quando os angulos ex

ternos da mesma banda ECB .. DHP sãe supplementos
um do outro. E recíprocamente.

':14. PRonL. for tim ponta 'dad.o [ára de uma recta ..

tirar 'a parallela d dicta' recià.
.

I ' \

'Seja (fig. 35) a recta AB; e o ponto E.
So (uç. Tire-se por E qualquer secante 'BD. Faça-se

.

teJJl E o- angulo DEF-=DGJJ para :a rnesma J;)aI1d,a ,(52).
Senã EF -a parallela pedida {'7 2 J.

:;5. THEOR. Os angulos , que reepectioamente tem

0$_ lados <parallelof;, e estão l,yolt/l,dM llar:Cf a mesma

banda , "sq,o �eguaes entre si; ,

Sejam (fig. 36) os -angulos 4CJj,.aiJ.b, [ue {eAl
oS lados parallelos , ·e .estão voltados para a mesma
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banda; a saber, AC parallelo a ac, e BC parallelo a

be. Digo que ACB=acb.
Demonstr, Continuem-se CB, ca i até concurrerem

em um ponto D. Será ACB= CDc; por ser CD secari
te a respeito das parallelas AC _, ac (73). Mas tam

bem ,é CDc = acb, por 'ser cD secante a respeito das

parallelas BC, be, Logo ACB = acb.

76. Schol. Os angulos (fig. 37, e 38) ACB _, acb,
que fern os lados parallelos, mas que estão voltados

para différentes bandas ; ou são eguaes ,. ou supple ....

mentos entre si. 'Distiriguem-se facilmente, depois do

que dixemos, comparando um com o verticalmente

opposto ao outro. Assim na fig. 37 é ACR = a'cb!

(75); e logo=acb (35). Na fig. 38éACB=4Ch'
supplemento de acb (33).

77. TIIEOR. Os angulos, que respectloamente tem

�s lados perpendiculares _, e estão voÎtddos para'diffe
rentes bandas, são eguaes entre si.

Sejam (fig: 39, e 40) os- angulos ACB, acb , que
tem .os'Iados respectivamente perpendiculares, e estão

voltados para diílerentes bandas; a saber; A C per
pendicular a ac _, e BC perpendicular a be. Digo que
ACB=ach •

.

Demonstr. Pelo ponlo'c tire-se- cd parallela a AC, e

(!,e parallela a BC (74 Y. Será cd perpendicular a

ac , e ce perpendicular a be (69). Logo o angulo
ecb será =dca: e 'portanto tirando de um e outro

(fig. 39) o commum bcd; ·ou. ajunctando (fig. 40) ;
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ficará,ac1J=dce. Màs é dce=ACB'( 75). Logo")ACB
=acb.

? 78. SC/lOI. Não se comprehendem: nesta 'regra os

angulos, ( fig: 41 ) ACB, acb, nã'o 'obstante, terem os

lados respectivamente perpendiculares , e estarem vol
tados para differentes bandas; pois são supplementos
entre si, todas as vezes que comparado um com o

verticalmente opposto ao outro, estes não estejam
tambem voltados para differentes bandas. Com effeito
é acb , ou a'cb! , supplemento de acb'=ACB ( 77 ).

r' 79. THEOR., Si .duas cordas forem parallelas; ou

o forem uma' corda, 'e uma tangente;, os .arcos inter

ceptos 'serão eguaes entre si. ,E reclprocamente,

Sejam ( fig. 42 ) as cordas pa�aUelas AB, ED. Digo
que ÂÈ=BD.
r: Demonstr. Do centro C abaixe-se sobre uma: das

cordas, AB, a pèrpendicular (JP.I Será também perpen-
f •

,.. , v' � "..=-.....

dicular sobre ED, ( 69). Por conseguinte é AF=

M, e EF=DF ( 49)' Logo si tirarmos EF, de iiF,
e,_í)F;de"BF;'ficaráÂÈ 'íiD. ':l,:',-

Reciprocamente. Seja, ÁÈ = BD. Digo que '�B ,é

parallela a ED.
'

Demonstr, Com effeito a parallela 'a ED, que se'tirár

pelo ponto A, interceptará com ED um' arco .' 'ÂÈ;
como se acabou de mostrar. Mas' é BD

'

ÁÈ ( hyp ).
Logo a parallela passará pelo ponto B, e será AB.
,

v ,

Do, mesmo modo discurrëremos a respeito das pa-
rallelas corda, e tangente:

.

80. CoroU� Quando uma tangente é parallela a
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uma corda , Q ponto do contacto é Q meio ao arco,
que essa corda sustém.
'81. Schol. A proposição n.· 79 pode entre outros

usos servir para se tirar por um ponto dado a/parallela
a unia recta dada.

'

o, ...
,

; .

-11-

82. O menor numero de rectas, que se pode
empregar para fechar spaço, é o de tres. Concur
rendo duas a duàs, formam tres angulos , que "estão
todos no mesmo plano ( 17, e 10). Por isso:

Chama-se triangulo rectilineo .. ou triangulo simples
mente, a figura terminada por tres linhas rectas. Cada
uma destas se diz lado do triangulo. Si todas tres

são eguaes; chama-se trianguloequikuero, Si duas so

mente eguaes; triangulo isosceles> Si todas deseguaes;
I

triangulo scaleno.
,

' "

Distinguem-se pois no triangule sete. cousas: tres

angulos.. tres lados s e a drea. "

83. Em todo o triangulo a somma de qu,aesqu.e·r
dons lados é maior do que o terceiro ,( 44 ),
" 84.- Coroll. Logo com' tres rectas quaesquer nem

sempre se, forma triangulç.

,85. THEOll." ti somma -,,los 'tres angulos de qual»
quer triangulo e = 1 80· .
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Seja ( fig. 43), o triangulo ABC. Digo que CAB

+ABC.+BCA -; i800•

Demo'fl_str., Prolongue-se um dos lados, AC. Pelo

ponto C tire-se CE parallela a AB. Será CAB.=DCE
( 72), e ABC=BCE ( 73 ). Por conseguinte DCE+
BCE, ou BG.D=CAB+ABC. Mas é BCD+BCA= i800

( 30 ). Logo tambem .CAB+ABC-j-BCA= i800•

86. Corail i .

° Um triangulo não pode ter mais do

que um angulo recto: e então chama-se triangulorectan
gula. Não mais do que um angulo obtuso: e então

chama-se triangule obtusangulo; E pode telas todos

agudos: e então chama-se triangule acutangulo.
Indistinctamente chamam-se triangules obliquangu

los � os que não são rectangulos.
No triangulo rectangulo o Iada .opposto aa angulo

recto chama-se hypothenusa.
87' Corail. 2.0, Os dous angulos agudos de um

triangulo rectangulo são entre si complementos.
88. Corail. 3.0 Quando dous angulos de um trian

guio, au a sua somma, sâo eguaes a dous angulos de

outro triangulo, ou á sua somma; o terceiro apgulo
de um é egual ao terceiro. angule do outro.'

8g. Corail. !�. ° Dados dous angulos de um trian

gula, ou a sua sornma , acha-se o valor do terceiro,
tirando a dieta somma de i800•

go. Schol. No mesmo Theorema fica incidente
mente provado, que produzindo-se qualquer Jado
AC de um triangulo, o angulo externo BCD é e,egual
á somma dos dous internos CAB, ABC, que .lhe são

(;)Ppo�tos.



- 34-

91. THEOR. Si em algum triangulo forem eguaes
dous angulos; os lados, . que lhes são oppostos , serão

eguaes. E si forem deseguaes dous angulos; serd maior.

o Iada opposto aa angule maior.

1.
o Seja ( fig. 44) no triangulo ABC o angulo

ACB=BAC. Digo que AB=BC.
Demonstr. Imagine-se virado o triangulo ABC, e

posto sobre si mesmo de modo que o ponto A fique
em C, e C em A. E' manifesto, que o lado AB se

ajustará perfeitamente sobre CB, e este sobre aquelle,
por serem eguaes os angulos ACR, BAC (hyp). Logo
é AB =BC.

2.
o Seja porém (fig. 45 ) o angulo ACB > BAC.

Digo que AB> BC.
Demonstr. Faça-se o angulo ACD=BAC. Será Al)

=DC ( l.0). Mas éDC+DB>BC (83). Logo tam

hem AD+DB, isto é, AB> BC.

92. Corail. I.
o Reciprocamente: si em algum tri

angula forem egttaes dous lados; os angulos que lhes

são oppostos, serão eguaes. E si forem deseguaes dous

lados; será maior o angulo opposto ao lado maior.

93. Corail. 2. o O triangulo, que for equilatero ,

será equiangulo. E reciprocamente.

94. Tunon. Si em dous triangulos , sendo dõus

lados de um respectioamente eguaes a dous [adas do

outro , for O angule formado pelos primeiros maior

do que o angule formado pelos segundos; a. terceiro

lado opposto ao ma�or engulo será maior do que O

terceiro opposto ao menor. E reciprocamente.
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Sejam (fig. 46) os triangules ABC, enD, nos

qua'es, BC é cornrnum, AB=BD, e o angule
ABC> CBD. Digo que, AC> CD.

Demonstr. Divida-s« o angulo ABD em duas partes
eguaes- pela recta BE (53). Tire-se AV. Será BE

perpendicular no meio de AD (37) ; por sel' AB=BD

(hyp·.) :·'e cortará AC em um ponto E. Tire-se DE.

Será AE=lJE (38), e P.OI' isso o angulo ADE=EAD

( 92 ). Mas é o angulo ADC> ADE: logo tambem
ADC>EAD: E logo AC>CD (91).

Reciproeumente. Seja AC> CD. Digo que o angulo
ABC>CBD.

Demonstr. -POI' ser AC> CD (hyp. ); será o angulo
ADC> CAD (92). Faça-se poiso unguloADE=CAD:
e tire-se ER. Serâ AE=ED (91). Ora tambem
AB=BD (hyp.). Logo RE é perpendicular no moio

de AD (�.2): e por conseguinte o angulo ABE=ElJD.
E logo ABC> CBD.

95. PROUL. Descrever uma clrcumferencia de cii-

cula, que passe pelos vertices dos tres angulos de um

triangulo.

Seja (6g. 1j7) o triangulo ABD.

Soluç, Levantem-se no meio de cada um 'de dous
lados AB, BD as perpendiculares LM, NO, as quaes
necessar-iamente concurrerão em um ponto C: por que
não concurrcndo , seriam parallelus; e por conse

guinte AB, perpendiculnr a LM (constr.), seria

tambem perpendicular aNO (69), prolongadas am

bas; e então por ser BD tambem perpendicular a NO
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( constr. ), teriamos duas perpendiculares a esta recta

tiradas de um mesmo ponto B: o que é impossivel
( 36). Descreva-se pois do ponto C .. como centro, e

com um dos intervallos CA, ou CB, como raio, a

circumferencia do circulo. Digo que esta passará pelos
tres .pontos A, B, D .

. Demonstr. Com effeito o ponto C dista tanto de A..

como de B, como de D (41).
Chama-se a esta construcção circumscreuer um circu

lo a um triangulo.: e o circulo se diz estar circumscripto ,

e o triangulo inscripto. Em geral, quando as rectas,

que terminam uma figura (ás quaes se dá o nome

de lados) são todas cordas de um circulo, a fi:"

gura se diz estar inscript a, e o circulo circum

scripto. E reciprocamente: o circulo. se diz estar

inscripto, e a figura circumscripta , quando os lados
da figura são tangentes ao circulo.

Dos angulos considerados no' circulo.

96. THEOR. O angulo , que encontrando com seus

lados a circumferencia de um circulo , tiver o vertice:

1.
° Na circumferencia ; terd por medida metade

do arco intercepto pelos seus lados.

2.° Dentro do circulo; terd por medida metade do

arco lntercepto pelos seus lados , e mais metade do arco

intercepto pelos mesmos lados prolongados, do vertice

_

.

3.° Fôra do circulo; terá por medida metade do

arco concavo menos metade do arco convexo .. intereeptos
pelos dictos lados.
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I.· Seja (fig. f�8 e q.g) o angulo, que tem o ver

tice na circumferencia em B. Este ou é formado por
uma corda e um diametro; ou por um diametro e

uma tangente; ou por duas cordas; ou por uma cor da
e uma tangente. Seja (fig. 48) pela corda AB e

pelo diametro BD. Digo que ABD lem por medi
da 11 AD.

Demonstr. Tire-se o raio CA. Teremos no triangulo
ABC o angulo ACD=CAB+ABC (go). Mas é ABC

=CAB (g2), por ser AC=BC : logo ACD=2 ABC;
donde ABC= -k ACD. Mas ACD tem por medida AD.
Logo ABC, ou ABD, terá por medida k AD.

Sendo o angulo feito ( fig. 49) pelo diametro BE e

pela tangente BF, está provado que vale a metade da
semi-circumferencia BE ( 5g ).

Quanto ao angulo formado pOl' duas cordas; ou por
uma corda e uma tangente; facilmente se demonstra

rá, tirando-se pelo vertice um diametro, com o qual
o angulo proposto ficará sendo somma, ou differença
de dous angulos, de cada um dos quaes a medida é a

metade do arco intercepto pelos seus lados, como se

acaba de mostrar: e assim a medida do angulo proposto
virá a ser a semi-somma, ou a semi-differença desses ar

cos; isto é, a metade do arco intercepto pelos lados do

angulo. Com effeito (fig. 4g) tirado o diametro BE, ternos

ABD'=ABE+EBD', cuja medida é k'AE+zED'=
1 AD' : ABD=ABE-DBE� cuja medida é -kÃE-
11ÍiÈ=-kAD : DBF=DBE+EBF, cuja medida é

iDE+:ZEB=Ü5iJ : D'BF=EBF-EBD'='1EB
� ED'=2DÍÎJ.

2.
o Seja agora ( fig. 50) o angule ADn, que tem
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o vertice dentro do circulo. Prolonguem-se os seus

lados até encontrarem a circumferencia nos pontos E,
F. Digo que ABD tem por medida 1- An+ -k ÉF.

Demonstr. Tire-se a corda ED. Teremos no 'trian

gulo BED .0 angulo ABD=AED+BDE ( 90 ). 'Mas
AED tem por meditla � _W; e BDE :1 EF. Logó ABD
terá por medida � AD+ :! il.

3. o Seja finalmente (fig. '51) o angùlo; que tem

o vertice fóra do circulo. -Esle ou é formado por duas

secantes; ou por uma secante e uma. tangente ; ou par
duas tangentes. Seja pelas secantes AB, BD. Digo
que ABD tem por medida} AD-:2 BP. '

Demonstr. Tire-se a corda ED. Teremos no trian

gulo BED o angulo AED=ABD+BDE; doride ABD
=AED-BDE. Mas AED terri por' medida �' :4]) ; e

BDE } EF, Logo ABD t�rá por medida 1 AD-,- � il.
Quanto ao angule formado por uma secante e uma

tangente; ou por duas tangentes; demonstra-se, do
mesmo modo.

97. Coroll. J.
o São pois ,eguaes todos os angulos,

que teudo os vertices na circumferencia , interceptam
com seus lados o mesmo arco, ou arecs eguaes',

98. Corell. 2.0 E' recto o angulo, que lendo Q

vertice na circumferencia , toca com S'eus' ladós os

extremos do diametro.

99. Schol. N a primeira parte deste Theorema se de
ve intender lambem comprehendido o angulo DEE

(fig 52), no q ua] um elos lados em vez de SCI' a cor

da AB, é o seu prolongamento BE. E com eflcito este

angulo tem por medida metade do arco ABD inter

cepto pelos seus lados: por qu.anto tirando a coroa AD"
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é o angulo DBE=ADB+BAD, que tem por medida

�AFB+ �BGD.

100. PROBL. Levantar a perpendicular no extremo

de uma recta, a qual do dicto extremo se não pode
continuar.

Seja (fig. 53) a recta AB; e o extremo B.

Soluç. Tome-se fóra da recta o ponto C, "tal, que
a circumferencia BDEB descripta delle, como centro,
com o raio CB, corte a recta AB em um ponto D.

Tire-se por D o diametro DE: e do ponto E, onde
este encontra a circumferencia, dirija-se ao ponto B

a recta EB .. Será IFB a perpendicular pedida (98 ).

101. PnoBL. De um ponto dado [ora de um cir

culo, tirar uma tangente. d circumferencia desse circulo.

Seja ( fig. 5[�) a circumferencia do circulo ABDA;
e o ponto E.

_

Soùu: Do ponto E ao centro C do circulo tire-se a

recta EC; ,e sobre esta, como diametro, descreva-se a

circumferencia AEBA, que cortará a primeira nos

pontos A, B. De cada um destes para E tirem-se as

rectas AE, BE. Digo que qualquer destas duas rectas

satisfaz ao que se pede.
Demonstr. Tirem-se os raios CA, CB. Serão rectos

os angulos CAE, CBE ( 98 ): e por tanto AE perpen
dicular no extremo do raio CA; e BE no extremo do

raio CB. Logo A.E, BE, 'são tangentes á circumferen
cia A.BDA ( 60 ). Logo &c.
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Dos casos de egualdade dos tr'iangulos,

102. THEOR. Dous trlangulos são eguaes .. quando
tem doas lados respectioarnente eguaes .. e egual o engulo
formado por esses dous Lados.

- ,

Sejam (fig. 55 ) os triangulos ABCsÓ:abc : e seja
o .lado AB =.ab; AC = ac; e o angulo A 'angulo
il. Digo que o triangulo ABC é egual ao triangu
lo abc.

Demonstr, Sobreponha-se, um triangulo ao outro,

applicando o ponto A ao ponto a .. e ajustando o lado
AB sobre o lado ab. O ponto B cairá em b, por ser AB
=ab (hyp. ): o lado AC se ajustará sobre o lado ac,

por ser o angulo A= angulo a .( hypo ): e o ponto C
cairá em c, por ser AC=ac (hyp. ). Logo tambem
o lado BC se ajustará sobre o lado be, e lhe será

egual ( 5, 6 ); pois tem os mesmos extremos. Mas
então o angulo B cobre exactamente o angulo b; o

:;tngulo C o angulo c; e a área ABCA a área abca ( 16).
Logo os dous triangulos se ajustam perfeitamente.
E por tanto são eguaes.

103. Coroll. Um triangulo é determinado intei

ramente, quando se dão dous dos seus lados com o

angulo formado por elles.

10Lj. Sc/lOI. Convém observar (c o mesmo suc-

cede. nas tres proposições seguintes) que os angulos
respectivament.e eguaes nos triangulos eguaes, são os

gue ficam oppostos a lados respectivamente egua�8.
Assim ao lado AB=ab fica opposto o angulo C=c.
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·

105. Tn:WR. Deus trlangulos são egiiaes , quando
tem :::'.um Lado egual, adjacente a

.

angulos respectioa-
·

mente. eguaes; ou adjacente a um, e opposto a outro

respectioamente eguaes.

Sejam (fig. 55) os triangulos ABC, abc: e seja o

lado AB = lado ab; o angulo A = angulo a;' e o an

gulo 11 = angulo b. Digo que o triangulo ABC é egual
·

ao triangulo abc.
Demonstr, Si os triangulos não são eguaes, sendo

AB = ab, e o angulo A = angulo a (hyp.); não será
- AC = ac; por' que, si o for, serão eguaes os triangu

los (102). Seja pois AC> ac. Corte-se AD = ac; e

tire-se BD. Será o triangulo ABD egual ao triangulo
abc (102): e por tanto o angulo ABD = angulo b

(104): Mas é o angulo ABC=angulo b (hyp.):
logo tambem o angulo A BD = angulo ABC: o que é

absurdo. Logo não pode AC deixar de ser = ac. E logo
os dous triangulos são eguaes.

A segunda hypothese reduz-se á primeira, por
serem então eguaes os terceiros angulos (88).

106. Coroll. Um triangulo é determinado intei

ramente, quando se dão dous dos seus angulos com

o lado adjacente a estes, ou opposto a um delles.

1°7. T HEOR. Dous triangules são eguaes , quando
tem tres lados respectioamente eguaes..

Sejam (fig. 56) os triangulos ABC, abc: e seja
o lado AB = ab; BC = be; e AC = ac. Digo que o

triangulo ABC é' egual ao tniangulo abc.
�.
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. Demonstr. $i o� lri�ogulos f1�0 são eguaes 1 ��ndo
.AB=ab, e AC=ae (hyp.); não será o �ngulo B(i'C
= angulo a; por que, si o for, serão f'guaes os triau

gulos (102). Seja pois BAC> a. Faça-se BAP=I1:;
AD = AC; e tire-se BD. Será O triangulo ABD

egual .ao .triangulo abc: e por tanto BD = be. ,lWjls é

_BC = he (hyp.): logo tambem BD = Bt). Mas nos

,triangulos ABC, ABD, é BD < Be. (94): logo l!D=
e < BC: o que é absurdo. Logo não pode o an

gulo BAC deixar de ser e.angulo a. E logo os dous

'triangulos são eguaes.
108. CoroLl. Um triangulo é deterrninado -i_otei

ramente , _quando se .dão os seus tres lados.

,log. l)IEOR. Dous triangulos são egf1:ae.s, quando
: fern dous Lados respectioamente rgw;œs; e egual: 'OJ an-

. gula opposto ao maior desses dous lados.
.

Sejam (fig. 56) os triangulos ABC,' abc: e seja
. o lado ,AB·= ab; AC = ac; e o angule ABC =

angule . b, sendo AC> AB. Digo que o triangule
_ ;iBC é egual ao triangulo :abc.

Demonstr. Si os triangulos não .são eguqes, sendo
AB ,(lb, e AC = ac (hyp.); não será o angulo BJC
=angulo a; por que, si o for, serão eguaes os trian

,gulQs (102). Seja pois BAC>,a. Faça-se BAD=a,
e AD=AC. O pontoD não-cairá em BC (4�). Tire
se BD. Será o triangulo ABD egual ao triaugulo abc:

;e .. ppr.taoto o angulo ABD=a.ngulo b.·Mas é o an

. gnlo ,ABC = angulo h (hyp.): logo tambern I) a�l

gulo ABD-.Al1C: .o.que,é absurdo. Logo,não pone
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o angulo BAC deixar de ser = angulo a. E logo os

dous triangulos são eguaes.
I IO. Corell. Um triangulo é determinado inteira

mente, quando se dão dous dos seus lados com o an

gulo opposto ao maior delles.
I I I. Schol. Podem tambem dous triangulos ser,

ou não ser, eguaes entre si, quando dous lados de

um forem respectivamente eguaes a dous lados do ou

tro, e egual o angulo opposto ao menor desses dous
lados. Por ex. (fig. 58) os triangulos BEF, BEG.. tem

o lado maior BE commum , e o angulo B, opposto ao

lado menor, tambem commum; e pode ser EF=EG;
e comtudo os dous triangulos são evidentemente des

eguaes. Pelo que fica indeterminado um triangulo,
todas as vezes que se dão dous dos seus lados com o

angulo opposto ao menor delles: si o dicto menor

lado comtudo não for egual á perpendicular , que se

abaixar sobre o terceiro lado do vertice do angulo
opposto a este; por que nesse caso será determinado:
mas é necessario, que não seja menor do que ella,
para que possa existir triangulo.

1 12. THEOR. Si duas parallelas se cortarem com

outras duas parallelas; as partes interceptas serão

eguaes entre si.

Sejam (fig. 57) as parallelas EF .. GH .. cortadas

pelas parallelas LM .. NO. Digo que AB=CD; e AC
=BD.

Demonstr. Tire-se a recta AD. Os triangulos ABD,
ACD, são eguaes ( 105 ); por terem o lado AB com-
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mum adjacente a angulos respectivamente eguaes; a

saber, DAB=ADC, por ser AD secante a respeito das

parallelas
r

AB s CD; è CAD=ADB, por ser também
JiD secante a respeito das parallelas AC, BD (73).
Logo' é AB = CD, e AC = BD l 1 o[� ).

1 13. co-ott. As rectas AV,' BD, que prendem os

extremos correspondentes de duas rectas AB, CD,
eguaes e parallelas, são tarnbem parallelas entre si, e

consequenterriente eguaes. Por 'que a parallela a AC ..

que se tirasse pelo ponto B, interceptaria com sc
uma parte CD=AB. Logo' necessariamente passaria:
pelo ponto D, e seria BD.

:i 1[�'. PROEL. Construir wit trlangulo , qne. tenha
doùs' Lados respectiuamente eguaes a duas rectas da
das .. 'ë ô ang�!o /01'mado por elles egual a am angulo
dâdo·.' .'

. Soluç.: Tire-se (fig. ,58) uma. recta BE egual a

ums, das-rectas dadas. Em um dos seus extremos faça
se um angulo BEF egual ao 'angulo dado (52 ). To'::
mc-se EF egual a outra recta dada: e tire-se BF.

Sená o triangule BEF; o que se pede ( .103 ). .

1 {5. ·PROEL. Construir um triangulo , que tenlui
dous angulos respectiuamente eguaes a doas angulos
dados cuja somma seja < 180. ", e o Lado adjacente
a· estes angulos eguaL a uma recta dada.

Salue.. Tire-se ( fig., 58 ) uma recta BF egual á

tecta dada. Nos extremos B, F da dieta recta fa

çam-se os angulos B: F .eguaes aos asgulos dados;
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e os seus lados concurrerão em um ponto E. Será o

triangulo BEF, o que se pede ( 106 ).

1 16. PRQBL. Construir um triangulo , que tenha
tres Lados respectiuamente eguaes a tres rectas dadas;
sendo a samma de quaesquer duas maior do que a

terceira.

Solui; Tire-se ( fig. 58 ) uma recta BF egual a

uma das tres rectas dadas. Do extremo B, como cen

tro, e com um raio egual á segunda, descreva-se um

arco: e siníilhantemente do extremo F... como centro,
e com um raio egual á Ierceira , descreva-se outro ar

co ..Do ponto E, em que estes arcos se cortam, tirem

sé aos pontos B .. F ... as rectas EB, EF. Será o triangu
lo BEF, o que se pede ( 108 ).

1 17, PR?fiL. Construlr um triangulo , que tenha
dous Lados respectioamente eguaes a duas rectas da

das , 'e o angule opposta [JO maior destes lados egua l
a um. angule dado.

.

. Soluc. Tire-se' (fig: 58) unia recta EI! egual á me

nor das rectas dadas.
'

Ern um dos seus extremos faça
se um angulo BFE egual a� angulo dado: e do outro

extremo E, como centro, e com um rai? egual á

recta maior, descr-eva-se um arco, que cortará BF
em um pont� B .. Tire-se BE. Será' o triangule BEF,
o que se pede ( 110).

1 18. PROfiL. Construir um triangulo , que tenha
deus lados respectioamënte eguaes Cl duas rectas da-
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das , e o angule opposto ao menor destes lados egual
a um angule dado; sendo o dicto menor lado maior

do que a perpendicular .. que do vertice do angule op

posto ao terceiro lado se abaixar sobre este.

Soluc. Tire-se ( fig. 58 ) uma recta BE egual á

maior das rectas dadas. Em um dos seus extremos fa

ça-se um angulo EBF egual ao angulo dado: e do
outro extremo E, como centro, e com um raio egual
á recta menor, descreva-se um arco, que cortará BF
em dous pontos F, G (37)' Tirem-se EF, EG. Qual
quer dos dous triangulos BEF, BEG, satisfaz ao que
se pede ( 1 1 1 ).

--

Das linhas proporcionaes.

I1g. Advertimos que na comparação das linhas,
como de quaesquer outras grandezas, verdadeira
mente so comparamos numeros; isto é, o numero

de medidas de uma com o numero das mesmas medi
das de outra (8). Por conseguinte todas as proprie
dades, que na Arithmetica se demonstraram sobre
a proporcionalidade dos numeros, convém ás linhas,
que estiverem em proporção .. Tractamos porém so

mente das proporções geometricas: e é esta a parte
mais essencial dos Elementos de Geometria.

120. THEOn. Si em um dos [adas de qualquer an-

I
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�(-llo , começando do vfr;tic.,e" se '!1l,a7'Car�m' qu.ae�quer
portes ',eguaes;· e candueindo por .hum dos Pintos da

divisão uma recta arbltraria até encontrar o outro
lado � se tirarem pé{o� mais pontos parallelas a 'és�'a
recta ; o segundo lado ficaI'd tombem 'dividido no mes-

). J J

mo numero de partes, eguaes entre si.

Seja ( fig. 59) o angule BA C: e .sobre um

dos lados, .AB, marq1).em-se as partes, egua�s 4D,
DG, GI, &c. .Tire-�e por um dos .pontns , P, da

divisão uma recta arbitraria.PQ; e pelos outros

. pontos as rectas DF, GIl, If(, .&c. parallelas. a

_PQ. .Digo qJ.le o lado .JC ,ficará tambern dividido
em outras tantas partes, eguaes entre. si; isto é,
AF-j!H =IlI(=&c.

.

Demonstr .. Pelos pontos.D, .G, I, ·&c. tirem-se
as rectas DÈ, .. GR',,, l,S, &�.

\

parallelas a ,AC. Serão
os triangules DAF, GDE, IGR, ·&c. eglVl.eS entre si

, (1'05), por ser. AD = Dd GI' &c. ·(constr.), e

por serem eguaes os angulos, a que .estão adjacentes
estes .Iados , cada um 'ao seu; isto .é , DAF=GDE=

IGR=&c.; e ADF=DGE=GIR
'

&c. (72).. Logo
é AF=l)E=GR=&c.; ou A.F=FH-.Hf(-;:-&c.;
PQr ser, I?E--'FH, GR=Hf(, &c. (11�).

"121. 'CoroÛ, Teremos pois A.D : DG: GI.: &c. ::

AF; FH : !!I(: &c,: e 'por conseguinte AP (somma
de todos os antecedentes),: AQ (somma de todos os

consequentes) :: sb (mn'só antecedente ) : AF (seu
consequente); ou corno qualquer num era daquellas
part.es de AB para o mesmo numer� destas de AC.
Por ex. :: .4G {A!I :': 41: AI( :: EN : FO:: &c.
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U2. Trraon. Si dous lados de qualquer triangule
forem cortados 'por' tl/na. recta parallela ao terceiro;
s�rão cortados proporcionalmente: isto e, será um lado

para o outro .. como qualquer parte do primeiro para
a parte correspondente do segundo. E reciprocamente.

Sejam (fig. 60) os lados AB, AC do triangulo ABC
cortados pela recta DE parallela ao terceiro lado BC.

Digo que é AB : AC :: AD : AE :: DB : EC.
.

Demonstr . Si não é AB: AC:: AD: AE; será como

AD para um quarto termo X> ou < AE. Sej a :: AD :

Ar> AE. Couceba-se dividido o lado AC em tantas

partes eguaes, que um dos pontos da divisão cáia en-

.

tre E, e í1'"; por ex. i, Tire-se in parallela a BC. Tere
mos .4B: AC :: An: Ai (121). Mas tambem suppose
mosAB: AC:: AD: Ar: logo An: AD:: Ai : Ar. Mas
An>AD: logo Ai>Ar: o que é absurdo. Pois então

seja :: AD : ArI < AE. Conceba-se dividido o lado AC
do mesmo modo, até que um dos pontos da divisão
cáia entre E, e r'; por ex. il. Tire-se iín! parallela a

BC. Teremos da mesma forma AB : AC :: An' : Ai'.
Mas tambem supposemos AB : AC:: AD : Ar': logo

.

An' : AD :: Ai' : Ar'. Mas An' <AD: logo Ai' <Ar'.
o que é absurdo. E pois não é AB : AC :: AD: X

>. ou < AE; será :: AD : AE. E logo também
AB-AD, au DB : AC-AE, au EC :: AB : AC.
Dande AB : AC :: AD : AE :: DB : EC,

Reciprocamente. Sejam (fig. 6.) os lados AB, AC
do triangulo ABC cortados proporcionalmente pe-
1.1 recta DE, isto é, seja AB: AC :: AD : AE.

Digo que lJE é parallela: aBC.
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I

Demonstr. Si não é; tire-se pelo ponto D urna recta

DF parallela a BC. Será AB : AC :: AD : AF ( 1. o_ ).
Mas tambem é AB : AC :: AD : AE ( hypo ). Logo será

AF=AE: o que é absurdo.
123. Corell. Todas as rectas (fig. 62) AB, AD ..

AE.. .&c., que de qualquer ponto A tomado fóra de

uma recta BF se tirarem para differentes pontos da

mesma, serão cortadas proporcionalmente por qual
quer outra GH parallela a BF. E reciprocamente :

si às rectas AB .. AD .. AE .. &c. forem cortadas propor
cionalmente nos pontos G, I .. L .. &c., todos esses

pontos estarão em uma recta parallela a BF. Por que
considerando successivamente os triangulos BAD,
BAE.. &c.; temos, por ser GIl parallela a BF,

}.o AB: AD:: AG: AI:: GR: ID;
2.

° AB: AE -:: AG: AL :: GB : LE;
&c.

Consequentemente
AB: AD: AE: &c.:: AG:AI: AL: &c.::

GB: ID : LE : &c.

Reciprocamente nos mesmos triangulos, sendo

AB: AD:: AG: AI; será GIparallela a BD. Tambem
sendo AB : AE:: AG: AL; será GL parallela a BE;
&c.: isto é, GI .. GL .. &c. parallelas a BF. Logo par
tindo todas do ponto G .. devem fazer uma so recta

GIl parallela a BF ( 71 ).
12[�. Schol. Quando a recta GlI parallela a BF

estivesse por cima do ponto A, como na fig. 63,
egualmente teriam Iogar as proposições, que acaba
mos ele stabelecer ( 122, e 123 ): pois tudo o que
dissemos na fig. 59, e que lhes serve de fundamento,

c
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se applicará ás parallelas, que cortarem os lados' do
angulo BAC, continuados do vertice.

125. THEon. Si uma recta dividir pelo meio qual
quer engulo de um triangulo ; dividird o Iada opposto
a esse angule em duas partes proporcionaes aos lados

correspondentes.

Seja (fig. 64) o triangulo ABC; cujo angulo BAC

esteja dividido em duas partes eguaes pela recta AD.

Digo que é BD: DC:: AB: AC.
Demonstr. Tire-se pelo ponte B a recta BE paralle

la a AD" até encontrar em um ponto E o lado CA

continuado. Será o angulo ABE=BAD ( 73); e o

angulo AEB,=CAD (72). Mas'é BAD=CAD (hyp.):
logo lambem ABE=AEB; e por isso AE=AB (91 ).
Porém temos BD : AE:: DG : AC ( 122). Logo sub
stituindo AB em logar de AE, e alternando, ficará
BD : DC :..: .;J B : AC.

•

Dos casos de similbança dos triangulos.

126. Figuras simi/flantes são as que tem egual
numero de lados respectivamente proporcionaes e

adjacentes a angulos respectivamente eguaes.
Os lados adjacentes aos angulos, eguaes dizem-se

homologos. '

Estas eluas condições ela similhança elas figuras es

tão nos triangulos ligadas de maneira, que basta que
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uma se verifique , para que se siga immediatamente
a outra. kssim o veremos nos Theoremas seguintes.

127, THEOR. Dous triangules são slmilhantes �

quando tem dous angulos .respectioamente eguaes�_ e

por conseguinte o terceiro egual ao terceiro.

Sejam (fig. 65) os triangulos ABC, abc: e sejam
os angulos A=a; B=b; e logo C=c. Digo que o

triangulo ABC é slmilhante ao triangulo abc,
Detnonstr, Em qualquer lado AB de um dos trian

gulos, continuado si for necessario, tome-se a por

ção Ab'=ab, lado homologo: e pelo ponto h' tire-se

b' c' parallela aBC. ·Será o triangulo Abíc! egual ao

triangulo abc (105): e por tanto b'c'=bc, e Ac' =ac.

Tire-se por c! a recta c'd parallela a AB. Será Bd

=b'c' (I 12.) Ora por ser b'c' parallela a BC (constr.),
temosAB: Ab':: AC: Ac' (122): e da mesmafor

ma, por ser c'd parallela a AB, é AC: Ac' :: BC : Bd,
ou b'cí . Logo será AB: Ab', ou ab :: AC: Ac', ou ac

:: BC : bí c! , ou bc ; isto é, os dous triangules ...

cujos angulos são respectivamente eguaes, tem os

lados homologos proporcionaes, e por tanto são si

milhantes (126).
128. Coroll. Logo dous triangulos são similhan

tes, quando os lados de um são parallèles, ou per
pendiculares , respectivamente aos lados do outro,

( 75, e 77)'

129. THEOR. Dous triangules são slmilhatues ,

quando tem dous lados respectivamente proporcio..
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naes , ti egual e angulo formado por essee dow
lades.

Sejam (fig. 66) os triangulos ABC, abc: e seja Q la
do AB : ab :: AC : ac; e o angulo A=angu�o a. Digo
que o triangule ABC é similhante ao triangulo abc.

Demonstr. Si os triangulos não são similhantes,
sendo o ;angulo A=a (hyp.) ; não será o angulo ABC

=angul0 b: 'per que, si o for, serão similhantes os

triangulos·.(127)' Seja pois ABC> b. Faça-se ABD=b.
Será o triangulo ABD similhante ao triangulo abc

(127): e por tanto AB : ab :: AD : ac (126). Mas
-tambem é AB : ab :: AC : ac (hyp.): logo AD : ac

:: AC : ac; e por isso AD-: AC: o que é absurdo.

Logo não pode o angulo ABC deixar de ser=angu-
10 b. E logo os

'

dous triangules são similhantes,

130. THEon.. Dous triangules são similhantee ,

quando tem tres lados respectioamente proporcionaes,

Sejam (fig. 67) os rriangulos. ABC,.ab.c: e seja .0

lado AB,: ab :: AC : ac :: BC: be. Digo que o b·j

angulo ABC é similhante ao triangulo abc.
Demonstr, Si os triangulos não são similhantes,

sendo AB: ab :: AC: ac (hyp.); não será o angulo
BAC=angulo a: por que, si o for, senão similhantes
os triangulos (129)' Seja pois BAC> a. Faça-se BAD,

=a, AD=AC, e tire-se BD. Será o.triangulo ABD
similhante ao triangulo abc (129); e por tanto AB

; ab :: BD·: be. Mas tamhem é AB: ab :: BC: be

(hyp.): logo BD : bci: BC : be: e pOI' iScsoBJj),lJ.C.
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Mas' nos triangulos ABC, ABD .. é BD < BC (9!�): lo·

go BD�, e < BC: o que é absurdo. Logo não pode
o angulo

' BAC deixar de ser e.angulo q. E logo os

dous triangulos são similhantes.

131. THEOR. Dous triangules são similhantes ,

quando tem. dous lados respectioarnente proporcionaes ,

e egual o angulo opposto aa mawr desses dous

ladoe.

Sejam (fig.67) os triangulos ABC, abc: e seja o

lado AB: ab :: AC : ac; e: o angulo ABC=angu
lo b, sendo AC> AB. Digo· que o triangulo ABC

é similhante ao triangulo abc,

Demonstr. Si os triangulos não são similhantes,
sendo AB: ah :: AC : ac (hyp.); não será o angulo
BAC=angulo a: po'!' que, si o fol', serão similhan
tes os triangulos (129)' Seja' pois BAC> a. Faça-se
BAD=a, e AD=AC. O ponto D não' cairá em BC

.(40). Tire-se BD. Será o triangulo ABD similhante

ao triangulo abc; e por tanto o angule ABD.....:.aflgulo
b. Ma", e o angulo ABC=angulo b (hyp.): logo
tambem será o amgulo ABD=ABC: o que é ab

surdo, Logo não pode o angulo BAC deixar de

ser ee angulo a. li logo os deus triangulos são simi

[hantes.
13.2. Schol, Podem tambem dous triangulos' ser,

ou não, simi:lfu:antes entre si, quando tiverem dous

lados respectivamente proporcionaes, e egual o an ..

guIo opposLo aó mener desses clous lados. v,eja-s€
o que fica dicto eID on" 1 1 I •
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.155. THEOl\. Em todo o triangule rectangulo , a

perpendicular abaixada do vertice do angulo recto

sobre a hypothenusa, é meia proporcional entre os

segmentos da mesma hypothenusa. E cada lado do an

gulo recto fi meia proporcional entre a hypothf:Jwsa ,

e o segmento correspondente.

Seja (fig. 68) o triangulo rectangulo ABC; e AD

a perpendicular tirada do vertice A do angulo re

cto sobre a hypothenusa BC. Digo que é
1.

• BD: AD:: AD : DC;
2.· BC: AB :: AB : BD;
3.· BC: AC:: AC : DC.

Demonstr. Como os triangulos ABD" ABC são am

bos rectangulos, e tem o angulo B commum; e da

mesma sorte os triangulos ADC, ABC são ambos

rectangulos, e' tem o angulo C commum; serão os

dous ABD, ADC similhantes ao total ABC, e por
conseguinte similhantes .entre si (127)' Logo compa
rando os lados homologos dos triungulos parciaes ,

e depois successivamente os de cada um destes com

os homologos do total; observando ({ue é o angu
lo BAD=C, e DAC=B, resultará

}.. BD: AD :: AD : DC;
2.· BC :AB:: AB: BD;
3.· BC: AC :: AC : DC.

134. Schol, Ao mesmo tempo fica provado, que
a perpendicular , tirada do vertice do angulo recto

de um triangulo rectangulo sobre a hypothenusa,
divide o triangulo em outros dous similhantes entre

si, e ao triangulo total.
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135. THEOR. As rectas tiradas do vertice de qual
quer angulo de um triangule para o lado opposto divi

dirão este lado,· e a toda a recta que lhe for paralle
la , em partes respectioamente proporcionaes.

Seja ( fig. 62) no triangulo ABF a recta GIl

parallela ao lado BF: e do vertice A do angulo op
posto tirem-se quaesquer rectas AD -' AE, &c, que
cortem BF. Digo que é BD: GI:: DE: IL:: &c.

Demonstr. Par ser GH parallela a BF (hyp.); os

triangulos ABD, ADE, &c, são similhantes respecti-
_

vamente aos triangulos AGI, AIL, &c.; e por isso

BD: GI :: AD: AI:: DE: IL:: AE: AL:: &c. Logo
tirando desta serie de razões eguaes aquellas, em

que entram as partes das linhas BF, GH, teremos

BD: GI :: DE: IL:: &c.

136. PROBL. Dada uma recta, dividila em partes ,

que tenham entre. si quaesquel' razões dadas.

Seja (fig. 69) a recta AB, que se quer dividir em

tres partes, que estejam entre si, como os numeras

[�, 3, 2.

Soluço Tire-se pelo ponto A uma recta indefini
da,AZ: e sommando os termos dados 4,3,2, mar

que-se nella egual numero de partes eguaes; a saber,
9 neste caso, de grandeza arhitraria ; por ex. A C ,

CD, DE; &c. Tire-se pelo ponto B, e pelo ultimo
M da divisão, a recta BM: e pelos pontos F (o 4. D),
I (o 7.°), as rectas FN, IO parallelas a BM. Digo
que AB está dividi.da nos pontos N, O, como. se pe
dia , isto é, AN: NO: OB :: 4: 3; 2 (121').
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Si aquellas razões, em vez de serem expressas pOl'
numeros, se dessem em linhas; marcar-se-iam suc

cessivamente as suas grandeJ;as sobre a indefinida AZ;
tomando, pOr ex., de A para Z a grandeza AF =

La; de F para a, mesma parte argra.ndeza FI=2.';
e finalmente de I para Z a grandeza 1M =3. a Então
as re'ctas FN, Lû , BM, tiradas como a cima fizemos,
dividiriam a linha dada na forma pedida.

137, Schol. 1.0 Quando as partes da' linha, que
se pretende dividir" devem ser muito pequenas, ou

é mesmo muito pequena a dicta linha; o mais leve

defeito em tirar as parallelas influiria muito na egual
dade, ou 'desegualdade das partes. 'Por isso então

procederemos da maneira seguinte.
Seja (fig. 70) a recta ah, que se quer dividir, por

ex., em seis partes eguaes. Construa-se sobre ella

o triangulo equilatero aCb (116). Em Ca, prolonga
da indefinidamente, plarquem-se ,seis partes eguaes
de gra!ldeza arbitraria: e seja CA a linha, que con

tém essas seis part�s. Tome-se em Ch, tambem pro
longada, a parte CB=CA: e tire-se AB. Será AB

parallela a ab (122); por que, sendo CA=CB, e Ca

-Ch, é CA: CB:: Ca: Cb. Faça-se pois centro em

A, e successivamente com os raios AD, AE, AF, &c.
descrevam-se arcos, que cortarão AB em outras tantas

partes eguaes. Do ponto C dirijam-se rectas aos pon
tos da divisão de AB. Ficará ab cortada por estas

rectas do mesmo modo que AB; isto é, em seis partes
eguaes (135).

138. Schol. 2.
o A divisão das rectas em parles

eguaes é o fundamento da construcção das Scalas ..
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que servem para reduzir uma figura de gl'ande a pe-t
quena. A mais commoda de todas em grande nu

mero de operações, é a que se chama Scala de

dizima. Eis aqui" a sua construcção,
Nas extremidades' A-, B da linha AB (fig. 71) ,

que se pretende dividir em 100 partes .eguaes, le

vantern-se as perpendiculares indefinidas AC, BD;
em cada uma das quaes se marquem 10 partes eguaes
de qualquer grandeza. Tire-se então CD; e dividin
do AB' em 10 partes eguaes, marquem-se estas sobre
CD. Isto feito, conduzam-se as transversaes , como

se vê na figura; e tirem-se' rectas pelos pontos cor

respon dentes das divisões de AC, e BD; que serão

outras tantas parallelas a AB. Não obstante pois estar

AB dividida so em 10 partes eguaes; querendo-se
tomar qualquer numero das 100, em que ella se

pode dividir, por ex. pedindo-se [�'7 centesimas par
tes dé AB; tomaremos na recta tirada pela 7." di

visão a parte 711, que vae desde CA até á transver

sal, que passa pelo n.
o [�o; e será 71I=0, [�7 AB.

Com effeito os triangulos similhantes C7v, CAx,
dão CA: C7 :: Ax: 7v; isto é, 10: 7 :: :0 AB : T"
= I:U AB. Ora vlI=o, �o AB. Logo 7v+vIl, ou

7H=o, 47 AB.

139. PROEL. Achar a quarta proporcional a tres

rectas dadas.

Sejam (fig. 72) as rectas dadas ab", cd, ef.
Soluc. Tirem-se (fig. 69) duas linhas indefinidas

AZ, AB, qùe façam angulo. Tome-se sobre AZ de
H
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:A para Z a parte AF = ab; e a parte AI =.cd: e da

mesma forma sobre AB tome-se de A para B a

parte AN = ef. Tire-se FN : e pelo ponto 1 con

duza-se 10 parallela a FN, até encontrar AB.

Digo que AO é a quarta proporcional pedida.
Demonstr. Com effeito é AF, ou ab : AI', ou cd ::

•

AN, ou ef: AO. (122).
O mesmo Problema pode resolver-se desta outra

maneira.

Depois de se haver tomado AF=ab, e Al=cd;
tire-se pelo ponto F qualquer recta Fn indefinida:
e corte-se Fn=ef. Tire-se Anb; e pelo ponto 1 a

recta lo parallela a Fn. Será lo a quarta proporcio
nal. Por quanto é AF, ou ab : Al, ou cd :: Fu,
ou ef: lo.

140. Sc/LOI. Sem differença alguma do que aca

bamos de practical', acharemos a terceira proporcio
nal a duas rectas dadas ab � cd (fig. 72); por ser

ella quarta proporcional ás tres ab , cd , cd.

Das linhas proporcionaes conside
radas no circulo.

141. THEoR. Si duas cordas se cortarem mutua

mente em qualquer circulo, cortar-se-hão em razão

reciproca ; isto é .. serão os segmentos de uma recipro
eamente proporcionaes a os segmentos da outra..

Sejam (fig. 73) as cordas AB .. DE, que se C01'-
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tam mutuamente no circulo GABD. .Digo que é

AF : EF :: DF : BF.

Demanstr. Tirem-se as rectas' AD.. BE.. Serão si
milhantes - os triangulos ADF.. BEF (127); por sel
o angulo AFD = BFE; e o angulo ADF = EBF (96)�
Logo é AF : EF:: DF : BF (126).

142. Coroll. Segue-se pois: que' toda a perpen,.
dicular DF (fig. 74), tirada de qualquer ponto D. da

circumferencia de um circulo sobre o diametro, é

meia proporcional entre os segmentos do mesmo dia

metro. Por que então é DF=EF (49)'

143 .. PROBL. Achar a meia proporcional entre duas
rectas dad:as.

Sejam (fig. 75) as rectas dadas ab s cd.

Soluço Tire-se uma recta indefinida AZ. Marquem
se nella de A para Z as partes AF = ab s e FB = cd.

Levante-se no ponto F sobre AB a perpendicular
FD : e descreva-se sobre a mesma AB .. como diame

tro, a semi-circumferencia ADB, que cortará . DF

em um ponto D. Será DF a meia proporcional pe
.dida (142) .

14t�. T HEOR. Side, um mesmo ponto , situado [ára
.de um circulo , se tirar uma tangente , que termine

no ponto do contacto, e uma secante; que termine 1].a
parte concava da circumferencia ; serd a tangente meia

proporcional entre a secante .. e a parte 'extfrÙ!1' da
,

mesma secante.
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Sejam (fig. 76) a tangente AD, e a secante AB,.
tiradas do mesmo ponto A fora do circulo CBl)EB.

Digo que .é AB : .AD :: AD : AE.
.

Demonstr. Tirem-se as rectas BD � DE. Serão 51-

milhantes os. triangules ABD, ·ADE; por ser o an

guIo em A commum, e oángulo ABD=ADE (97)'
Logo é AB : AD :: AD : AE.

145. Ooroll. Por quanto, "tirando do mesmo pon
to A qualquer outra I secante AG � temos tambem
AG : AD:: AD : AF; e desta e da precedente pro
porção resulta AD

2
=.AG x AF = AB X AE; donde

AG : AB :: AE: AF; segue-se que duas secantes quaes
quer tiradas de um mesmo ponte situado fora de

um circulo, até terminarem na parte concava da

circumferencia, são reciprocamente proporcionaes ás
\ , '.

suas partes 'exteri?res.
.,

1f�6. PROEL. Dada uma recta, dloldlla em duas

partes taes , que a maior seja meia proporcional entre

a menor e a recta inteira.'

(Chama-se a isto dividir a recta em media, e extre

ma l'azão).
Seja' (fig:- 77) a �recta AB.

Soluc. De um dos extremos B levante-se a per
pendicular BC = � AB. Com o centro 'em C, e o

.

raio CB, descreva-se o circulo CBEDB. Tire-se por
A, eC, a recta ACD; que termine na parte 'con

cava da circumferencia em o ponto tt. e por um

arco descripto de A, como centro, com o raio AE,
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corte-se AB no ponte F. Digo que AB fica dividida
em media,' e extrema razão.

Demonstr. POl� ser AD secante, e AB tangente
(59) , como perpendicular a CB (constr.); temos

AD : AB :: AB : AE (144): e por conseguinte
AD-AB: AB:: AB-AE: AE .. Mas é AB=2 CB

(constr.) =ED, e AE=AF (constr.); será AD

AB=AF; e AB-AE=BF. Logo , por substituição,
AF: AB::BF:AF; ou, invertendo,AB:AF::AF�BF.

Dos polygonos.

147' A figura terminada em um plano . por linhas

rectas, chama-se polygono: e a estas linhas, isto é, aos

lados do polygono', considerados junctos, dá-se o

norne de perimetro.
, Todó o polygono tem tantos angulos, como lados.

Si todos os lados' são eguaEs, e tambem os angulos;
diz-se, que. o polygono é regular."

O mais simples de todos os polygonos é o que
'tem tres lados ; 'e nomea-se triangulo , como ja disse
mos. Tambem se diz trilatero.

. 'Quando o polygono tem quatroIados s chama-se

quadrilatero : cinco, pentagono: seis, hexagono : sete,

heptagono: outo, octogono: nove, enneagono: dez,
decagono: &c.

Em um polygono se diz, que um angulo é rein

trante, si os lados do angulo, continuados do ver

tice, entram no polygono: e se diz, que é salien-
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te , 'si não entram. Assim no polygono ABCDEFG

(fig. 78) o angulo ABC é saliente; e DEF reintrante.

A recta , que div ide dous angulos quaesquer de

um polygono, e termina nos vertices destes, -cha

nia-se diagonal. Taes sâo AF, AE, BE, &c.

- '148. THEOR. "Todo o polygono se divide em: tantos

triangulos, quantos são os seus lados menos dous.
,

.

Seja (fig. 79) o polygono ABDFHGEC.
D�monstr. Tire-se uma diagonal CB, que separe

dous lados do polygono. Teremos um triangulo, e

restará uma figura de (n-l) lados, sendo n, o nu

mero dos lados do polygono dado. Nesta faça-se o

mesmo. Teremos outro triangulo , e restará outra fi

gura de (n-2)' lados. Continue-sé assim, até- que te

nhamos uma figUl�a de (n-(n-3) ) lados; isto é, um trian

gulo. E' manifesto, que em cada processo desde n

até (n-:(n-3)) se vae cortando sempre um triangulo.
Ora desde n até (n-(n-3)) inclusivamente , há (n-'2)
termos. Logo &c.,

.

N. B. ' Nos polygonos, que tem angulos reintran

-tes , poderá accontecer , que alguma diagonal fique
em direitura com um, ou dous lados do polygono.
Mas então ou tire-se outra, ou considere-se aquella,

. como. si tal não 'accontecesse; ,isto 'é" como' sendo
-lado ,; so por si, do seguinte polygono.

149, Coroll. 1." A somma dos valores de todos
- os angulos internos de qualquer polygono, vale tantas

vezes 1800, quantos são os seus lados menos dous .

. Por, que a somnia dos dictos angulos é a mesma qúe
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ade todos os angulos dos triangules, em que .se di
vide o polygono. Ora os tres' angulos de qualquer
triangulo valem junctos 180° : logo deve-se tornar

tantas vezes 180°, quantos são os mesmos triangulos;
jsto é, (n-2) 180°. ','

150. Coroll. 2" Logo (11'2)11 1,800 é o valor de qual
(iner dos angulos de um polygono .regular.

151. Schol. Para que comprehenda todos os

polygonos o que dissemos em on. ° 14.9; convém
observar nos que tem angulo reintrante ,

como FED

(fig. 78), que não se deve intender este por inter
no do polygonoj mas o que lhe falta para 360 0; a

saber, a somma dos angulos FEA, AEB, BED.
'

152. THEOR. Si em qualquer polygono .. que lUIO
tenha angule reintrante , um dos lados de cada angu
lo se prolongar do vertice; a somnia de todos os ati

gulos
.

externos valerá 360 0: isto t! .. 'será a samma dos

supplementos dqs angulos internos do polygono = 360°.

Seja (fig. 80) o polygono ABCDE; cujos lados

AB, RC, &c., .estâo .prolongados dós vertices' dos

seu� ....angulos. Digo que a sommade todos os- angu-
los 'externos FAB+GBC+ '&c. = 36bo.

.

Demonstr. Como a sommá de cada angulointerno
BAE com o seu externo BAF vale 180 o (30); vale
rá a somma de todos os angulos internos com a de

-todos os externos tantas vezes 180°, quantos forem
os lados do polygono. Mas a somma de todos os in
ternos differe desta somma total 'em duas vezes' I 80�,
ou 360 o (149).' Logo 'a somma de todos os externos,
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isto é, a somma dos supplementos dos angulosinter
nos do polygono, vale os 360°.

153. THEOR. As rectas, que dividirem pelo meio os

angulos de um. polygono regular s concurrerão todas

em um ponta dentro do polygono; e o dividirão em

tantos triangules isosceles eguaes .. quantos forem os lados
do mesmo polygono •

. Seja (fig. 81) o polygono regular ABDEFG; cujos an

gulos GAB, ABD s BDE, &c. estejam divididos em duas

partes eguaes pelas rectas Aa.. B b .. Dd , &c., cada
um por cada uma. Digo que estas rectas concurrerão

todas em um ponto C dentro do polygono., e o di

vidirão em tantos triangules isosceles eguaes, quantos
são os lados do mesmo polygono.

Demonstr. Por ,ser o angulo GAB = ABD (147)'
e cada um delles < 180°; as suas metades aAB, ABb

,

tambem serão eguaes, e cada uma < goo. Logo as

rectas Aa, Bb concurrerão em um ponto C; e farão
o triangulo ACB isosceles (91, e 82). Da mesma sorte

se mostrará que Bb , Dd concurrerão , e farão outro

triangulo isosceles; e .assim os mais. Logo ficarão for

mados tantos triangulos isosceles, quantos são os lados
do polygono. Ora todos estes triangulos são eguaes
entre si (105), pois tem por lados os do polygo.no,
adjacentes a angulos eguaes, como metades dos an�

gulos do mesmo polygono. Logo será AC = BC = DC
= EC = &c.; e por conseguinte concurrerão todas no

mesmo ponto C dentro do polygono;
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154. Coroll. }.. Consequentemente as perpendi
culares Cm, Cn, Ch, &c. tiradas do ponte C sobre os

lados AB _, BD., DE., &c. são eguaes entre si. O ponto
C chama-se centro do polygono: qualquer das rectas

CA, raio: e as perpendiculares Cm, Cn, &c. apothemas.
155. Coroll. 2.° Pode-se pois a qualquer polygo

no regular circumscr ever um circulo, o qual terá o

mesmo centro, e raio do polygono: E tambem in

screver um circulo, do qual será raio o apothem a, e

centro o mesmo do polygono.
156. Coroll. 3.° Todos os angulos ACB, BCD, &c.

formados no centro do polygono regular por dous
raios tirados aos extremos de um mesmo lado, são eguaes

.

E d cl ' 36 o ,360 o

entre SI. como a somma e to os e o; sera -;;:-

o valor de cada um; denotando n o numero dos lados.

157' (loroll. [�. o Logo o angulo ACE no centro

do hexagono regular é de 60°: e por isso qualquer
dos seus lados AB egual ao raio CA do mesmo he

xagono., ou do circulo a elle circumscripto. Por que
sendo ACB de 60 o

, a somma dos angulos CAB, CBA

é de 120° (85); o que dá para cada um 60 0, por
serem eguaes entre si. togo o trianguLo ACB é equi
latero (g3). E logo AB=CA.

�=--

Dos polygonos inscriptos, e circumscriptos
ao circulo.

158. PROBL. Inscripto em um circulo uni polygono
regular, inscrever outro tambem regular, de duplicado
numero de lados.

1
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Seja (fig. 82) o circulo CABDFA; c o polygono
i'egular inscripto ÁBDF.

Salue. Dividam-se pelo meio nos pontos E, G, &c.
os arcos AB, BD, &c. (53). Tirem-se as cordas

AE, EB, BG, GD, &c. Digo que formarão o poly
gono pedido,

Demonstr. Com effeito, sendo AB, BD, &c. lados
de um polygono 'regular (hyp.). serão eguaes os arecs

AB, BD, &c. (51); e por conseguinte eguacs as

cordas das metades desses arcos (50) , isto é,
AE=EB=BG=GD=&c. Ora estas cordas formam
O polygono AEBGD &e., cujos angulos AER, BGD,
&c. tam bem são eguaes, por serem eguaes os trian

gulas AEB, BCD, &c: (107)' Logo o polygono é

regular; e de duplicado numero de lados, por quantO'
li cada um AB do primeiro correspondern dous

AE, EB no segundo.

159. PRonL. Inscrevei' em uni circulo um polygo
no regular de 4, 8, 16, &c. lados.'

A questão se reduz a inscrever primeiro o de !j.
lados; por q�le todos os outros se irão depois forman-

.
do, como fizemos no Problema antecedente.

_

Seja pois (fig. 83) o circulo CADBEA" em que
se pretende inscrever um polygono regular de [�ladps.

Soluç, Tire-se qualquer diametro AB, e perpen
dicular a este o diametro DE. Tirem-se as cordas

AD, DB, BE, EA. Digo que 'o quadrilatero ADBE é

0- pedido.
Demonstr. Por serem AB, DE dous diametros pe,r�
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peudiculares ·entre si (constr.); serão eguaes 0,5 arcos

AD, DB .. BE, EA; e consequentemente eguaes as

cordas AD, DB, BE, EA; isto é, os lados do quadrilatero
ADBE. Ora os seus angulos ADB, DBE, BEA, EAD,

•

tambem são eguaes, por serem rectos (98). Logo Q

quadrilatero ADBE é regular, e estáinscripto.

160. PROBL. Inscrever em um circulo 'um polygono
regular de 3, 6, 1:2, &c. lados.

Reduz-se a questão a inscrever primeiro o Irian

gulo equilatero.
Seja (fig. 8[�) o circulo CADEA.

Soluço Tire-se qualquer diametro BE; e descre
va-se de um dos seus extremos B, como centro, e

'com o raio do mesmo circulo um arco, Clue corte

a circumferencia nos dous pontos A, D. Tirem-se
as rectas AD, DE, AE. Digo que o triangulo ADE é

o pedido.
Demonstr, Por ser BE diametro (constr.), os arcos

BA.E, BDE são de 180 o cada um. Mas cada um dos

arcos AB, BD, é de 600, por serem as suas cordas

eguaes ao - raio BC (constr.): logo cada um dos tres

AD, ÍiÈ, AE, é de 120 -. Por conseguinte as cordas

destes arcos, isto é, os lados do triangulo ADE são

eguaes. Logo o triangule é equilatero.
_ O hexagono regular pode-se inscrever immediata

mente, sem dependencia do triangulo, descrevendo
se dos extremos do diametro BE, como centros, com

o raio do mesmo circulo, dous arcos , que cortem a

circumferencia nos quatro pontos A, D, F, G; e

tirando as cordas AB, BD, DG, GE, EF, FA (157).



� 68-

161. PROBL. Inscrever em um. circulo um polygono
regular de 5, 10, 20, &c. lados.

Reduz-se a questão a inscrever primeiro o decagono
regular.

Seja (fig. 85) o circulo CABA.

Soluço Divida-se o raio CA no ponto E em media
e extrema razão ( 1[�6): e inscreva-se a corda AB=CE,
segmento maior. Digo que AB é o lado do decagono
regular.

Demonstr, Tire-se a recta BE, e o raio CB. Por ser

AC:CE:: CE:AE',eCE=AB;temosAC: AB::AB:AE.

Logo os triangules ACB, ABE são similhantes ( 129):
e por tanto o angulo ABE=ACB, e AEB=BAC:
e logo BE=AB (91 ) = CE ( constr. ). Por conseguinte
é ACB=EBC (92); e por isso ABE=EBC; donde
ABC = 2 ACR; e tambem BAC = 2 ACB, por ser

BAC=ABC. Mas BAC+ABC+ACB= 1800 (85); ou

2ACB+ 2ACB +ACB= 180 o: logo ACB= l�OO = 36.0
Por consequencia AB será lado do decagono re

gular (156).
Junctaudo com uma recta os extremos de dous

Lados contiguos elo decagono regular, ter-se-ha o laelo
do pentagono regular.

162. Schol. Pela inscripção dos polygonos regu
-lares em qualquer- circulo, pode-se dividir a circum
ferencia em certo numero de partes eguaes, por ex.

-em arcos de 15 o cada um, inscrevendo o polygono
-régulaI' de 2[� lados. Não é 'porém possível dividila

-em arcos de um grau, e so por tenlativa o pode-
riamos conseguir; pois não offerece a Ge-ometria
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elementar meio algum para isso. Podemos comtudo

chegar directamente até ao arco de 3°, inscrevendo
o lado do decagono regular, e depois o do hexagono
regular, partindo ambos do mesmo ponto, e para
a mesma parte; por que dividindo então pelo meio

o arco de 60°, ter-se-ha o de 6°, differença entre o

de 36°, e o de 30°; e a metade dará o de 3°.

163. PROB-L. 'Inscripto em um circulo um potygano

regular .. circumscreoer ao mesmo circulo outro tambem re

gular do mesmo numero de lados. E reciprocamente : dado
o polygono circumscripto .. construir o polygono inscripto.

Seja (fig. 86) o circulo CABDEFA; e o polygono
regular inscripto ABDEF.

Soluço Pelos pontos A, B, D, E, &c. tirem-se
as tangentes fa, ab, bd, de, &c. Digo que forma

. rão o polygono pedido.
Demonstr. Pois os lados AB.. BD, DE, &c. sãe

eguaes (hyp.); e são eguaes os angulos aAB .. aBA,
bBD.. bDB, dDE.. dED, .&c. formados pelas tan

gentes com esses lados (97), por interceptarem os

arcos eguaes AB, BD, DE, &c. (51); os triangulos
AaB, BbD, DdE .. &c. serão eguaes, e isosceles: e por
tanto eguaes os angulos AaB, BbD, DdE, &c.; eeguaes
os lados Aa s aB .. Bb s bD .. Dd s dE.. &c., que dão

ab=bd=de=&c. Logo o polygono circumscripto abdef
é equiangulo, e junctamente equilatero. Logo é regulae,

- e do mesmo numero de lados do polygono inscripto, por
quanto neste a cada angulo ABD corresponde naquelle
um lado ab.
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Reciprocamente. Seja o polygono regular circum

scripto abdef. Quer-se inscrever outro tambern regu
lar do mesmo numero de lados.

So/up. Pélos pontos A, B, D, E, &c. tirem-se
as cordas AB, BD, DE", &c. Digo que formarão o

polygono pedido.
Demonstr. Com effeito , por serem eguaes os angu

los a , b, do polygono circumscripto, será a somma

dos dous aAB _, aBA no triangule AaR, egual á

somma dos dous bBD, bDB no triangulo BbD (85).
Ora a primeira somma tem por medida o arco AB,
e a segunda o arco BD (96): logo estes dous arcos

são eguaes: e por tanto eguaes as suas cordas AB , BD.

.Do mesmo modo se mostrará ser BD . i5È; ÍiÈ=ÉF;
e assim por diante; e conseguintemente eguaes as

cordas BD, DE, EF, &c., isto é, os lados do po
lygono inscripto ABDEF. Mas tambem pela egual
dade clos mesmos arcos AB, BD, &c. são eguaes
entre si os angulos ABD, BDE,. &c. do mesmo po
lygono, pois interceptam os seus lados egual numero

destes arecs eguaes (97)' Logo o polygono é regu
lar, e do mesmo numero de lados do polygono cir

cumscripto , por quanto neste a cada lado ab corres

ponde, naquelle um angulo ABD.

Tirando no polygono circumscripto os raios Ca,
CIJ, Cd .. &c., c pelos pontos al, b! _, d' , et , &c. _, em

que estes cortam a circumferencia , as cordas a' b! ,

b'd! _, &c._; se formará o polygono regular a'bid'c']!,
que egualmente satisfará. Por que sendo eguaes os

angulos a'Ilb", b'Cd', &c. (156); e sendo Ca'=

Cb'=Cd'=&c.; serão eguaes e isosceles os trian-



�7l-

gulos a'Cbt «. b'Ild", dICe':J &c.: e por tanto a'h'=
bí d' =d'e' =&c . ./) lados do polygono inscripto a' lr'd'e'[t;
e Ch'a' ____:_Ch.ldl=Cd'ú'=Cd'c'=&c., que dão a'b'c['=

b'd'e'=&c., angulos do mesmo polygono.

164. PROEL. Dados dous circulos conceutricos ,

circumscreoer a o melior um polygono regular , cujos
Lados não encontrem a circumferencia db maior.

Sejam (fig. 87) os circulos conccntricos, cUJas cir

cumferencias estão notadas por C, c.

So luc. Tire-se uma recta AB tangente á circum

ferencia menor c: e para os pontos A, B, em que
essa tangente encontrar a circumferencia maior, di

rijam-se os raios DA, OB; que cortarão a me�or
nos ponlos D, E. Divida-se esta pelo mcio, e as

metades tambem pelo meio, e assim successivarnente ,

até que resulte um arco mcnor do que d5 (27)'
Tome-se esse arco do ponto c para D, �'para E;
por ex. � ;;;: Tirem-se os raios Od, Oe: e pro
duzam-se até encontrai' a tangente nos pontos a,
b, Será ab o lado do polygono pedido.

165. Schol. Os raios Od, Oe prolongados até á cir

cumferencia C marcariam o lado ,do polygono regular,
que se quizesse inscrever no circulo maior, de mo

do que não tocasse a circumferencia do me nor.

Este polygono inscripto, e aquelle ciréumscripto
se dirão poLygonos correspond.entes,

.
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Dos polygonos símilhantes.

166. THEOR. Os perimetros de dous polygonos simi
lhantes estão entre si, como quaesquer dous lados ho

mologas.

Demonstr. Denotem A, B, C, &c. os lados de

um; a, h, c, &c. os homologos do outro. Será
A,:a::B:h::C:c:: &c. (126): e por conseguinte
A+B+C+&c.: a+h+c+&c. ::A:a::B: h::&c.

167' TUEOR. Si dous polygonos forem similhantes;
dividir-se-hão em egual numero de triangules respe
eticamente similhantes , e similhantemente dispostos. E

reciprocamente : si dous polygonos se dividirem em egual
numero de triangules respectioamente similhantes, e Sl

milhantemente dispostos; serão similhantes.

Sejam (fig.88) os polygonos similhantes ABCDEF,
abcdef; e os lados homologos AB e ab , BC e bc ,

CD e cd , &c. Digo que tiradas as diagonaes BF, hr;
FC� fe; CE:> ce; ficam divididos os polygonos em egual
numero de triangulos respectivamente similhantes , e

similhantemente dispostos.
Demonstr. Com eíleito, por serem os dous polygonos

de egual numero de lados (hyp.), dividir-se-hão em.

egual numero de triangulos (148). Ora o primeiro
ABF do polygono P é similhante ao primeiro ab]
do polygono p (129); por ser o angulo A=a, e

AB : 'ab :: AF : af (hyp.). Da mesma sorte o se�

gundo FBC do polygono P é similhante ao segundo
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{be do, polygono p; 'por que· pela similhança �0S dous

primeiros é AB : ab :: BF : b{.. e o: angulo ,ABF=ab(;
e pela similhança dos polygonos é AB : ab :: BC: be,
e o angulo ABC

.

abc; donde BF : b] ::. BC : .bc ; e

tirando os angulos ABF de ABC .. e ab] de abc,
fica FBC -{be. O' mesmo se concluirá a respeito
dos terceiros triangulos '. e assim dos 'mais. Logo &c.

Reciprocamente. Sejam os polygonos P, p, divi
didos em egual numero de triangulos respectivamente
similhantes , e similhanternente dispostos; isto' é .. seja
o primeiro triangulo ABF do polygono P similhante
ao primeiro ab] do polygono p; o segundo ao se

gundo; e assim os mais. Digo que os dous polygo
nos são similhantes,

-Demonstr. Como os triangulos o são (hyp.); os seus

angulos serão eguaes; isto é, A=a s ABF=abf..

FBC=fbe s &c.: e por tanto ARO (somma dos dous

ABF .. FBC)=abc (somma dos dous ab], (be): E assim

se irá mostrando a egualdade respective dos mais

angulos dos polygonos. Ora tambem pela similhança
dos mesmos triangulos é AF : ar:: AB: ab :: BF: br
:: BC : be :: &c. : logo, tirando desta serie de ra

sões eguacs aquellas , em que entram os lados dos po

lygonos, teremos AF: a{:: AB : ah :: BC : be :: &c. Lo

go os
.

dous polygonos são similhantes (126).

168. PROBL. Construir sobre. uma recta: dada um

polygono similhante a outro. ( '> '.

!- \

Seja (fig. 88) o polygono dado P, e ah' a ·r�cta,
sobre a qual se pretende construir outro similhante.

J
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Soluc, Em um dos extremos h da dicta recta "faça
se o angulo ahc=ABC. Tome-se he, quarta propor
cional ás tres rectas AB, BC, ab (139)' Faça-se do

mesmo modo no ponto c o angulo hcd=BCD.
Tome-se cd, quarta proporcional ás tres rectas BC,
CD, he. Continue-se desta maneira. Será construido

sobre a recta ab o polygono pedido.
O mesmo polygono se poderia construir, dividindo

o dado P em triangulos, e fazendo sobre a recta

ah o triangule ab! similhante ao triangulo ABF; isto

é, fazendo no extremo a o angulo a=A, e �o ex

tremo h o angulo ab(=ABF; o que determinaria o

ponto (: e depois construindo do mesmo' modo

sobre b] o triangulo b(c similhante ao triangulo BFC;
o �ue determinaria :o poiito c: e assim por diante.

169. THEoR. Si em dous polygonos similhantes se

t'irare� duas rectas .. cada uma em cada um, 'lue (aram'
angulos eguaes com dous lados homologos .. e em pon
tos similhantemente postos a respeito destes lados; as

dictas rectas seriio proporcionaes a quaesquer do-us la
dos homologos.

Sejam' (fig:
.

89 J os polygonos similhantes P, p :'

e os lados homologos AB e ab .. BC e be, &c. Ti";
re-se pelo ponto.L do lado BC uma recta LM; e

pelo ponte l do seu ·homoiogo be a- recta 11;; mas

de modo que seja O' anguló blm
'

BLM, sendo

BL:bl::IJC:bc. Digoque seráLM: Im::.Ab:aQ::
BC : be :: &c.

.

Demonstr. Tirem-se AL, al. Será o triangulo ABL
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similhanle ao triangulo: ahi (129); pot ser o angule
B=h, e por que sendo AB : 'ab :: BC : be, e BC : be

,

:: BL : bl.(hyp:.), é AB : ab :: BL : bi. Logo o �n
gula BLA=angulo bla , e BAL=bal. Ora é llLM=b_lm
(cónstr.), e BAM =bam (hyp.) : si tirarmos BLA

de BLM, e bla de blm ; ficará ALM=alm : e si ti

rarmos'BAL de BAM, e bal de bam; ficará LAM=lam.

Logo os dous triangulos ALM, alm tamhern são si

milhantes (127)' Mas então os dous quadrilateros
ABLM, ablm são similhantes entre si, pois se di
videm em egual numero de triangulos respectivamente
similhantes (16'). Lo15o é LM : lm:: AE : ab :: BC : be
:: &C'.(126).

170: Coroli. Logo os perimetros 'de dous p.olygo
nos regulares de egual numero de lados estão entre

si, como os seus raios OlJ apothemas. Por que elles

o estão como quaesquer do us lados homologas (1'66) ;

e estes, como, os raios ou apothemas , que tambem
são Iinhas homologas.

1-] I., TUEOR. As circumferencias dos circulos estão

entre si, como os seus raios.

Sejam (fig. go) os 'circulos, cujas circumferencias
estão notadas por C, c : e representem R, r os respe
ctivos raios. Digo que é R : r :: C : có

,DemOlfstr. Si não é R : r :: C : c; será como C para
uma circumféreùcia C' > c, ou c! < c: e façam-se
ooncentricas, Seja :: C: C'. Imagine-se circumscript�
ao circul-o menor c um polygono regular, cujos lados

não encontrem a circumferencia C' (164); e circum-
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scripto ao maior C outro simill�ante.' Denote P o pe
rimetro do maior, e p o do menor, Será P: p :: R : r

(170); Mas também supposernos R : r :: C : C' : logo
P:p::C:Cf. MasP>C (12): logo p>C':oque
é absurdo � por. ser: p ainda menor do que' o peri
metro elo polygono correspondente jnscripto em CI,
o qual é menor do eple C'I. Pois seja :: C : cí . Ima

gine-se inscripto' no circulo menor c um polygono
regular', cujos lados não encontrem a circumferen
cia. c" (i 65); è inscripto no maior C outro similhante. '

Denote também P o perimetro do maior, e p o do
menor, Será P :. p.:: R : r. Mas tambem supposemos
R : r :: C : c I : logo P : p :: C : c', Mas P < C: logo
1) < c! : o que é absurdo, por ser p ainda maior do

que o perimetro do polygono correspondente cir

cumscripto a et , o qual é maior do que c', E pois
não éR: r:: C: CI>c, oucl<c; seráR: r ::C: c.

172. Coroll. Por tanto, conhecida a graneleza, ou

comprimento da circumferencia de um circulo de dado'

diametro, será facil determinar a de outro circulo, cujo
diametro for tarnbem dado. A isto se diz rectificor a

circumferencia do circulo .

. A razão do diametro á circumferencia não é exa

ctamente conhecida: temos porém valores sufficiente
mente aproximados, para que na practica se repute,
como inutil, maior aproximação.

Por methodos, que nos não cumpre aqui tractar,
se achou que a razão do diametro á circumferencia
é a ele 1 para 3, 1[� 15926536. Ludolfo de Ceulen foi o

primeiro , que a deu. Temos tambem a de 113 para
355, publicada por Adriano Metia, e por elle attribuida
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a seu Pae Pedro Metio; a qual é mui facil de se censer

var na memoria-, e é exacta até á sexta casa da dizima.

Com efleito sendo avaliada em_ decimaes dá 3,1415929,
valor verdadeiro até á dicta sexta casa. A razão bem
conhecida de 7 para 22, achada por Archimedes,
somente é exacta até á segunda casa decimal, como

egualmente se pode ver, avaliando-a do mesmo modo.

Assim seria necessario um circulo de 1000000 pés de

diametro para haver fo de .pé de erro na circumfe
rencia rectificada pela razão de Metio: e bastaria um

circulo, cujo diametro não tivesse menos de 800 pés,
para haver um de erro na circumferencia rectificada

pela razão de Archimedes. Todas as vezes porém que
desta fizermos uso, poderemos dispensar-nos de fazer

.n proporção, e bastará triplicer o diametro, e som

mar este producto com a septima parte do mesmo

diametro : por quanto 2: = 3 f .

173. Schol. Achada a grandeza da circumferencia
de um circulo, se conhecerá a de qualquer dos seus

arcos , cujo numero de graus e partes do grau for

dado; buscando-se o quarto termo da proporção,
em que os primeiros tres são: 360" , o numero dos

graus e partes do grau do arco, e a circumferencia
rectificada. POL' quanto no mesmo circulo os com

primentos dos arcos são proporcionaes ao numero

dos graus e partes do grau de cada um delles (29).
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SEGUNDA SECCÃO.
, .

Das'superficies.

. 174. Consideraremos unicamente nesta Secção as

superficies terminadas por linhas rectas, où pela cir

cumferencia do circulo; isto é, tractaremos somente
das áreas dos polygonos, e do circulo.

A medição das áreas depende ( como veremos) da

dos triangulos, e quadrilateros.
Entre os quadrilateros distinguem-se o trapezio, é o

parallelogrammo. Chama-se
- Trapezio o quadrilatero, em que ha so

_

dous la
dos parallelos, Fig. 91.

Parallelogrammo o quadrilatero, em que são pà�
ràllelos os lados oppostos; e por isso' eguaes entre

si (112). Fig. 92, 93, 94,95.
Tambem entre os parallelogramos se distinguem o

rectangulo , e o quadrado. Chama-se

Rectangulo o parallelogrammo, que tem todos os an

gulos rectos, e os lados contiguos deseguaes. Fig. 94.
Quadrado o parallelogrammo, que tem todos os an

gulos rectos, e os lados contiguos eguaes. Fig. 95.
A perpendicular .tirada de qualquer ponto de UlU

dos lados de' um parallelogrammo; ou de um dos lados

parallelos de um trapezio; ou do vertice de um dos

angulos de um triangulo; sobre o lado opposto, pro
longado si for necessario; diz-se altura do parallelo
grammo; ou do trapezio; ou do triangulo � e o dicto



.;_ 79 -

lado opposto, chama-se base. Assim EF ·nas fig. 91,
92, 93, 96, e AB nas fig. 9[h 95, é a altura ; é
AD é então a base.

(') vertice do angulo opposto á haie de um trian

gula tambem se diz vertice do triangule.
Para abbreviarmos,· nomearemos algumas vezes os

parallelojrrammos somente pelas letras; que marcam
os vertices de dous angulos oppostos. POF ex. (fig. 92)
em vez de dizermos O parallelogrammo ABCD, di

remos o -parallelogrammo AC', ou BD.

175. THEOR. Si dous parallelogrammos tiverem a

mesma basé e a mesma. altura, ou bases eguaes e al

tur�s eguaes; terão áreas eguaes.

Sejam (fig. 97) os parallelogrammos A'BCD, AFED;
d'a mesma base, e da mesma altura'. Digo que estes

dous parallelogrammos tem áreas eguaes.
Demonst r, Par ser o angulo BAF=CDE (75); e

sef A'B'-----CD, e AF=DE (112);- são eguaes,os trian

gul�s ABF, DCE (102). Ora a área do trapezio ABED

compõe-se da área do triangulo DCE mais 'da área do

pâfallelogrammo ABCD; ou da área do triangule. ABF

mais ida área do parallelogrammo AFED. Logo, comô
as' áreas dos triangulos são egua�s,. serão necessaria

mente eguaes as dos· parallelogratnmos. �

.' Quanto aos parallelograrnmos de bases eguáes ce 'al

tllr�s eguaes, á' demcnstração é a mesma-r pois se re

duzem ao caso presente, ajustando a base de 'um
com a do outro , e- sobrepondo-os.

.

Estes parallelogrammos dizem-se equioalentes. '
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,

' 176. Corell. Dividindo :

pois (fig. 98) a base AD
de qualquer rectangulo AC, em quantas partes eguaes

quizermos, por ex. AE, EF.> &c,,; e levantando dos

pontos da _divisão perpendiculares á dicta base; o

rectangulo proposto ficará tambem dividido em

outros tantos rectangulos AI, EL, &c .. eguaes
entre si. E por isso será AI : EL : FM. : ,&c. ::

AE : EF : FG: &c. : e logo AC (somma . de

todos os antecedentes) : AD (somma de todos os

consequentes) :: AI (urn so antecedente) : AE (seu
consequente); ou como qualquer numero daquellas
partes de AC para o mesmo numero destas de AD.
Por ex. :: AL : AF :: EN: EH :: EC: ED :: &c.

177. THEOR. Si um parallelogrammo e um trian

gulo tiverem a mesma base e a mesma altura, ou bases

eguaes e alturas eguaes; será a drea do triangule
metade da do parallelogrammo,

Seja (fig. 99) o triangulo AFD da mesma base e

altura do parallelogrammo ABCD. Digo que a área
do triangulo é a metade da do parallelogrammo,

Demonstr. Tire-se pelo ponto D a recta DE pa
rallela a A F; e continue-se FC até encontrar DE
em um ponto E. Serão eguaes as áreas dos paralle
logrammos AltCD.> AFED (175). Mas o parallelogram
DÏ<;I AFED compõe-se dos dous triangulos AFD, DFE,
eguaes 'entre si (107)' Logo a área do triangulo 4FD
é -a metade da do parallelogrammo AFED; e por

consequencia também .
metade da do parallelogram

mo ABCD. ,-
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178. . Col'oll. Deste Thcorèma , è do precedente-,
se deduz: que os triangulos da mesma base e da

mesma altura, ou de bases eguaes e' alturas eguaes,
tem áreas eguaes.

Estes triangulos dizem-se equlnalentes.

) 79. THEOR.· As dreas dos rectangulos estão entre

si .. como os productos das suas bases multiplicadas
peLas suas aLturas.

Sejam (fig. 100) os rectangulos AFs AC .. que
tenham por bases AG.. AD, e por alturas AE, AB.

Digo que é AF l AC :: AG X AE : AD X AB.
Demonstr. Continue-se EF até encontrar CD. Te

remos os rectangulos AF .. A II da mesma altura AE.

Ora as áreas destes dous rectangulos estão entre si,
como as bases; isto é, AF : All :: AG : AD. Por que
si não é AF : All:: AG : AD; será como AG para
um quarto termo X>. ou < AD. Seja:: AG : AR> AD.

Conceba-se dividida a base AG em tantas partes eguaes,
que continuando-se a divisão de G para R, 'caia um

dos pontos entre D ,. e R; por ex. I. Complete-se
o rectangulo AQ. Será AF : AQ :: AG : AI (176).
Mas tam bern supposemos AF : AIl :: AG : AR:

logo AQ : AlI :: AI : AR. Mas .AQ > AH: logo
AI> AR: o que é absurdo. Com egual raciocinio,
imitando o que temos feito ern outros logares, se

demonstrará tambern não ser :: AG : X < AD. E pois
não é AF : AlI :: AG : X > ou < AD; será

AF : All :: AG : AD.

. Pela mesma razão, considerando os rectangulos
K
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AH, AC, como tendo a mesma altura Al) sobre as

bases AE, AB _, será

AH : AC :: AE : AB.

Logo multiplicando ordenadamente os termos destas

duas proporções, e simplificando a primeira razão,
teremos

AF: AC:: AGxAE: ADxAB. (*)
18<J. Coroll. Quanto pois dissemos a respeito dos

rectangulos, se extende a quaesquer parallelogram
mos; e por conseguinte aos triangulos. Por que todo
o parallelogrammo é egual em área ao rectangulo da

mesma base e da mesma altura (175). E quanto aos

triangulos: como as suas áreas são metades das de

parallelogrammos da mesma base e da mesma altura

dos triangulos (177)' necessariamente hão de ter a

mesma razão que as desses parallelogrammos , ou re

ctangulos.

D", avaliação das áreas, e da sua medida.

181. Por quanto medir a área de uma figura é

determinar quantas vezes esta contêm outra conhe

cida, a qual se considera então , como unidade; e

sabemos que as áreas dos parallelogrammos estão entre

( *) Não pareça que multiplicamos áreas por áreas, e linhas por
linhas. Multiplieam-se as razões geometricas entre si , isto é, nu

meros por numeros. Com effeito.- a r! proporção dá .::;=��;.AH_AE p
. AFXAH AGXAEe a ::I. AC

-

AB' or conseguinte AH _ A C
=

AD AB; donde &c.
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si, como os productos d�s suas bases multiplicadas
pelas suas alturas; segue-se, que, si denotar A a al

tura, e B a base de um parallelogrammo P, cuja
área se pretende avaliar; e a a altura, e b a base
de outro parallelogrammo p, tomado para medida,
ou unidade de área; teremos conhecida a daquelle,
visto que podemos saber, quantas vezes contêm a

. deste. Com effeito por ser P : p :: BxA : b »;a ,

será f=} X 1: o que faz ver, que para avaliar

mos a área de qualquer parallelogrammo P deve

mos, depois de examinar quantas vezes na sua ba

se B se contêm a base b da unidade de área, e

quantas na altura A se contêm a altura a, multipli
cal'. esses dous quocientes, e o producto nos mos

trará o numero de vezes, que a área escolhida para
medida se contêm na do parallelogrammo, que se tra

cta de avaliar.
Como porém a medida commum das áreas, e a mais

simples, é um quadrado conhecido, por ex. um pé
quadrado, uma braça quadrada, &c. ; no caso de

,

que por p escolhamos qualquer dessas medidas, v. gr.
um pé quadrado (1 pp) ; então; =: X 1- se torna em

SP =s X 11 ;. ou P=B X A: expressão abbreviada, e

donde vem dizer-se geralmente:
182. A área de um parallelogrammo se avalia,

multiplicando a base pela altura: e por tanto a de

um quadrado, pela segunda potencia do seu lado (*).

(*) Por isso se diz quadrado de um numero, ainda que impro
priamente, a segunda potencia desse nun;el�o.
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Não se perca porém de vista, quando assim nos

expressarmos, que se deve intender por esse pro
ducto o numero de medidas quadradas, que se con

têm na área procurada.
183. Coroll. 1.

o Logo a área de qualquer trian

gulo avalia-se, multiplicando a metade da base pela
altura (177)'

18{�. Coroll. 2.
o E daqui se segue: que aS áreas

de dous triangulos similhantes estão entre si, como

os quadrados dos seus lados homologos. Por que
dando-se-lhes por bases quaesquer dous lados homo

logos B, b; como então as suas alturas A, a , são

tambem linhas homologas (169); temos A : a :: B : b,
e -2 B : -a- h :: B : h; e multiplicando ordenadamen
te estas duas proporções, resulta 2 B X A : 1 b X a

:: B2 : b2•
185. Coroll. 3. o Logo em geral as áreas de dous

polygonos similhantes estão entre si, como os qua
drados de quaesquer do us lados ou linhas homo

logas. Por que os polygonos similhantes podem-se
considerar compostos de egual numero de triangulos
respectivamente sirnilhantes , e similhantemente dis

postos (167) : e por tanto a área de
-

cada triangulo
do I.

o polygono será para a área do triangulo corres

pendente no 2.0, como o quadrado de um lado da

quelle para o quadrado do homologo deste. Ora ten

do todos os lados homologos a mesma razão entre si,
tarr.bem devem ter a mesma razão os seus quadra
dos ; logo a área de cada triangule do 1.

o polygono
será para a área do seu eorrespondente no 2.0, co

mo o quadrado de qualquer lado do 1.0 polygono
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para o quadrado do lado homologo do 2.0 Por con

sequencia a somma das áreas de todos os triangu
los, de que se compõe o 1.0 polygono, isto é, a

sua área, será para a somma das áreas de todos

os triangulos, de que se compõe o 2.0 polygono,
isto, é , a sua área; como o quadrado de qual
qaer lado do 1.

o

para o quadrado, dó lado ho

mologo do 2.0
.

186. Schol. Vê-se por tanto : que nos polygonos
similhantes basta comparar os quadrados de quaes
quer lados ou linhas homologas, para saber-se a rela

ção, que ha entre as suas áreas. Porém geral
mente em quaesquer figuras, é necessário primei
rameute avaliar a área de cada uma, e depois com

parar esses valores referidos á mesma medida. Ora
1I0S polygonos serve de muito a avaliação das áreas dos

triangulos; pois por ellas se pode sempre avaliar a

área de qualquer polygono; o que se faz, dividindo-o
em triangulos (148), calculando separadamente a

área de cada um, e depois sommando todos esses

resultados. Comtudo, ainda que em geral este é o
meio de avaliar a área dos polygonos, não é elle

o mais expedito em alguns casos, nem applicavel ás

figuras terminadas por linhas curvas. Temos metho
dos mais promptos, como vamos ver nos Theoremas

seguintes.

187. THEoR. A drea de qualquer trapezio avalia

se , multiplicando a semi-somnia dos lados parallelas pe
la altura do trapezio.
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Seja (fig. 91) o trapezio ABCD ; e BF a Sua

altura. Digo que a área é =
ADt BC

X EF.

Demonstr • Tire-se a diagonal BD. Então a área do

trapeZio compõe-se da área do triangulo ABD = � AD

X EF, e da área do triangulo BCD = � BC X EF

(183). Logo a área do trapezio ABCD = :l AD X EF

+ 1- BC X EF =
AD t BC

X EF�
188. Sclwl. Em logar de AD t BC, serai-somma dos

lados parallelos, podemos substituir a linha GM pa
rallela a AD, tirada peJo ponto G meio do lado AB;
isto é, pode dizer-se, que a área de um trapezio se

avalia tambem, multiplicando pela sua altura a linha
tirada em egual distancia dos lados parallelos, Com

effeito, por ser BG = 1- AB, e GM parallela a AD,
os triangulos similhantes ABD s GBI dão GI = � AD;
e os triangulos similhantes BDC .. IDM dão 1M =

:l BC. Logo GI +IM, ou GM é = zAD + t BC =

.AD+BC
II

•

189. THEOR. A dreade -qualquer polygono regu
lar avalia-se, multiplicando a metade do perimetro
pelo apothema.

Seja (fig. 81) o polygono regular ABDEFG. De
note A a área ; a Q apothema ; e P o perimetro.
Digo que A = 1- p X a.

Demonstr . Como os raios de um polygono regu
lar o dividem em tantos triangulos isosceles eguaes,
quantos são os lados do mesmo polygono (153) ; é
evidente qu,e para avaliarmos a sua área bastará cal

c�lar a de um desses triangulos, e multiplicar depois
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o resultado pelo" numero dos lados do, polygono.
O ra a área de qualquer dos triangulos, ABC, é =

2- AB X C m. Logo, representando n o numero dos di
ctas lados, será a -área do polygono = 2- n . AB X Cm;
isto é, A= 2-P X a.

190. TIIEOR. A drea de qualquer circulo aoalia-se ,

multiplicando a metade da clrcumferencia pelo raio.

Seja (fig. 11�6) o circulo , cuja circumferencia está
notada por C. Represente R o raio, e A a área. Digo
que A=� CxR.

Demonstr; Si não é A=� CXR; seja � CXR o valor
da área de antro circulo maior, ou menor do qne o

proposto. Seja.e-área do circulo maior concentrico,
cuja circumferencia está notada por C'. Imagine-se cir

cumscripto aa circulo C um polygono regnlar,
. cujos

lados não encontrem a circumferencia C' (164). De
note P o perimetro desse polygono. Será a sua

área=� P X R (189)' Ora esta área é menor do que a

do circulo C': logo será 2- p X R < 2- C X R; isto é

, p < C:
o que é absurdo ( 1 2). Pois sej a -} C X R = área do circulo
menor concentrico, cuja circumferencia está notada

por c. Imagine-se circumscripto ao circulo c um po
lygono regular, cujos lados não encontrem a circum

ferencia C. Denote p o perimetro desse polygono, e r

o raio do circulo c. Será a sua área=� p X r, Ora esta

área. é maior do que a do circulo c: logo será

2- p X r> 2- C X R: o que é absurdo, por ser r < R :>

e p < C. E pois não é k C X R=área > ou < A; será

A=rr CxR.
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19!.
.

Corell. L o, Como a área do circulo se ava

'lia, multiplicando a metade da circumferencia pelo
raio; segue-se, que a de qualquer sector se avalia

rá tambem, multiplicando a metade do seu arco

pelo raio. Por que no mesmo circulo as áreas dos

sectores são proporcionaes aos seus arcos (28): e

assim, denotando S a área de um sector, e ;; o

seu arco, será C :â:: :ZCxR: S; donde S=:zâXR.
192. Corail. 2.

° As áreas dos circulos, ou dos
sèctores similhantes,' isto é, do mesmo numero de

graus, estão entre si, CO!1l0 os quadrados dos seus raios.
Com eífeito , denotando C, c as circumferencias de
dous circulos, e R, r os respectivos raios, como te

mos C : c :: R : r (, 7') � e il- R : il- r :: R : r;

multiplicando ordenadamente estas duas proporções,
resulta �. C X R : :z c X r :: IP : r2•

'93. Sclwl. A área de qualquer segmento de

circulo AGBA (fig. '9) se achará , tirando da área
do soc tor CAGB a do triangulo ABC.

19[�. THEOR. Si se construirem tres figuras simi

[hantes sobre os tres lados de um triangulo rect�n
gula � cada uma sobre cada um; a drea da figu
'ra formada sobre a hypothenusa serd egual d som

ma das dreas das figuras formadas sobre os outros

dous lados.

Seja (fig. 101) o triangulo rectangulo ABC, e o

angulo recto em A. Denotem S , S', S" as áreas

das figuras similhantes construídas sobre os lados do

triangulo. Digo que S=S'+S".



Demonstr. Do ponto· A abaixe-se sobre a hypo
thenusa a' perpendicular' AD. Represente T a área

110 triangule ABC; T' a do triangulo ABD; e Til a

do triangulo ADC. Por serem similhantes estes trian

gulos (134);será T: T' : Til :: BC2 : Ai: AC2(IS[�).
Mas tambem pela similhança das figuras és: s' : s' I

:: BC2: Ai': AC2 (IS5): 10goS:SI:SII::T:T':TI';
e por conseguinte S : SI+SII :: T ; TI+T".
Mas é evidentemente T = T' + Til. Logo tambem

5=S'+S". (*)
195. Coroll.l.°Pois os triangulosABC,ABD,ACD

• tem todos a mesma' altura AD; será T : Tf: T"
:: BC : BD : CD (ISO, 179). Mas tambem, segundo
acabamos de ver, é T : Tf : Tif :: S : Sf : Sti :

logo S : S' : S" :: BC: BD: CD. Quer dizer, que a

área' da figura formada sobre a hypothenusa é para
cada uma das áreas das figuras similhantes forma
das- sebre os outros dous lados, como a hypothe
nusa para cada um dos segmentos adjacentes a estes

mesmos lados, feitos esses segmentos pela perpen
dicular tirada do vertice do angulo recto sobre a

mèsrna-hypothenusa.
.

.

196. Corell. 2.° Consequentemente em um cir

eulo (fig. 102) os quadrados de quaesquer cordas

(') É um caso particular deste Theorema aquella celebre pro

posição do quadrado da hypothenusa, a qual vem demonstrada em

particular em algumas Geometrias; isto é, que a área do quadra
do formado sobre a hypothenusa é egual á som�a das áreas dos qua
drados formados sobre os outros dous lados.

L
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AD, AE, tiradas dos extremos de um diatnelro AB,
são como os segmentos adjacentes AG, AF, forma

dos pelas perpendiculares DG" BF abaixadas dos extre

mos das mesmas cordas sobre o diametro. Com effeito,
tirando-se as rectas DB, EB, os triangules ADB, AEB

rectangulos em D, e E (g8), dão ÁD2 : AB2 :: AG: AB;
_2 _2

EI
-2-2

e AE : AB :: AF: AB. Og0 AD : AE :: AG : AF.

Ig7. Schol. O mesmo Theorema nos offerece
um meio de acharmos o valor numerico de qualquer
dos lados de um triangulo rectangulo, quando forem

dados os outros dons lados, POi' que sendo (fig. 101)
_2 _2 +_2

• _2 _2 _ Il
BC = AB AC; e por .conseguínte AB =BC - AC ;

si dados os dous lados do angulo recto se pedir
a hypothenusa, será BC = V(AB2 +Tc2) : e si dada
a hypothenusa, e um dos outros -seus -lados , por
ex. AC, se pedir o terceiro, será AB ="Ii(BC2_AC'fJ).

Ig8. PROBL. Dado um polygono'" construlr outro

slmilhante , cuja drea esteja para a daquelle em uma

razão dada.

Seja (fig. 103) o polygono dado X; e m : n a

razão em que deve estar a área deste .para a do

que se pretende construir similhante.

Soluç. Tire-se uma linha indefinida DE, sobre a qual
se tornem as partes DP, PE taes, que seja DP : PE
:: m : n (136). Sobre DE.. coma diametro, desere-

,.a-se a semi-circumferencia DME; e do ponto M,
onde a perpendicular PM levantada do ponto P ft

encontra, tirem-se para os extremos do diametro as

cõr�lss MD .. ME. Tome-se sobre MD de M para D
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ti' parte' MF egùal, à. um' dos l�dos do polygono � por
ex- AB: e. tire-se pelo ponto F a recta FG parallela
;1' DE, até encontrar ME em � um ponte G. .Con
struindo sobre MG,' como homologa. de Al!, um

pólygono l • similhante, ao dado X (168); digo que será

este o polygono pedido.'
. r

Demonstr. POl' sel' PM perpendicular a DE (oonstr.j ;
, -2 -,-2,

(
,

6'
-2 �2<

sera'MD :ME:: DP:,EP' 'l.g j;.oUMD :jJ1E,::<m:n,

visto qué ié'm': n:: DP.: EP' [éonstr:). Mas 'por v

ser

FG parallela' à DE '( constr. )', temos MD £ ME:: MF,
on AB : MG (i22); e pOl' co'nsequencia'MD2 : ME2 ::

-AM'.! : MG2 :.l.ogo tambem A B2 l'MG;':: m': n_ Mas é
AB2 : MG2 �: área do polygono X : área' ,dq si

milhaúte i cónstrüidó sobre lJ1G (185). Logo também
as dictas áreas estão naquella razão.

.

, �
..

('_ <f I. :
� .

_r

199, PRO:BL. Dâdo um circûlo, inscreoei, IOU 'c-Ï1'
cumscreoex-lhe um polygo,na règular ; cuja área diffira
da do circulo,' quam pouco se quiser ..

'

.

t

, Seja -(fig. 10�_) o circulo CABDA. Pede-se o po-
, .

lygon.o inscripto". " (

Soluc. Inscreva-se . qualquer, pólyg.on0 regular
ABD &c. Sobre este inscreva-se outro tambem re

gular, mas de duplicado numero de lados, AFB &c.

(158). Continue-se assim.' Digo que se há de chegar
a inscrever um polygono, que satisfaça ao que se

pede.'
,

.

Demonstr. Tire-se pelo ponto F a tangente mn;

e construa-se sobre' AB o rectangulo Am. Será a

área do triangulo AFB metade da desse rectangulo,
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(197)" Orá a área do rectangulo t\ evidentemente
maior do que a do segmento AFRA: Logo a ,do

triángulo será, tam bem maior do que a da metade
.do seginento. Por conseguinte, tirado do segmento
.6 triangulo', ;s�rá' �'o residuo � isto é; a; somnra 'das
áreas dos segmentos AFA�' BFB � menor do' què a

metade .da
'

área' do' segmento 'AFBA. Logo, si: o nu
mero .dos lados de. �aqa: polygono -inscripto se; for

succes�ivamente," duplicando , sempre: se' irá tirando
.mais. e, mais. do que' a ,n;tetade . do residuo:' e conse

.quentemeute ·,chegar�se ..ha a, uma'
"

differeriça :tâllil: pe
quena,. que seja menor

: do que 'qualquer ãssigl'la-
da (27).; , .

..

-

" Seja :agora (.qg.' (:o4�) o circulo CDGD. Pede-se 'o

polygono circumscriptè', '. ':, " ;:'J":':�,' ,

'

Soluço Circumscreva-se um polygono regular, cujo
meio lado' seja DF. Sobre este circumscreva-se outro

tainbem regular, mas de duplicado numero de lados;
o que se faz

,. condueindo do centro C' ao porïto: F

a recta CF, e tirando pelo ponto G, onde esta en

centra a 'circurhferencia , a' tangente GH', que: será
meio lado elo polygono DHG&c. de duplicado numero

-dë lados. Continue-se, assim .. Chegar-'sé-ha 'à
.

cir-

cumscréver um polygono,' que satisfaça ao.' que se

p�de.' '.' .' ,

,

'

'J,
Demonstr. Tire-se a -corda DG; e DI 'petpe�\dicu

lar a.CF. Por iquanto é, DH=HG,; e FlI>IlGJ;
será FH>llD: e por consequencia FG>GI (.122) •

.
Ora }Z·FG x·HG ,é' a .expressão :da área do triangulo
,FJIG; e :ZGlxHG a--dotrian'gulolIDG (183). Logo
.seráa área do triangulo'FlIC > área do triarigülo1IDG;
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e por conseguinte a área do mesmo FHG maior do

que a metade da do tt'ian'guí�' FDG. 'Mas é �. át�a
de 'FDG evidentemente' maior do que

-

a do 'mixti

lineo·FDoG: logo a 'do 'triangule FHG muíto riikior
-do :'que' 'avmètadè da do mesmo mixtilinèo'lFDoG';
isto é, a' área "do 'residuo' HDoG, - depois de tirado
o -triángulo FHG do mixtiÍineo' FDoG, ier'á' .menor

do '([ué a metade da' área 'deste mixtiiin'eo; Logo, si
o numero' - 'dós lados dé' cada poiygono citcÓ�scripto
Se for" -suèeessivameríte" dù'plicariclo,

-

sempré se Úá
tirando' mais' 'è:' mais : dó 'que a metade" d� resid�o:
e consequéntemente chègar-sè-ha' a

- ��a' di!rérenç�
tam pequenã , 'qhe seja, .merror 'do "que

'

qualqu�r
.

d
. ( c«, I r -

assIgna a. .-

'200. Concluíremos esta' Secção' expondo 'umme

thodo nniito· simptës na practica; para se' medirem
as áreas de algumas figuras, -bem que sejá bastante ..

o que fica dicto (186) para a medição das áreas

das figuras rectilineas dl:!' toda a specie. Consiste elle

(fig. 105) em se tirar na figura uma linha AG.. e

abaixar sobre ella dû vertice: de cada um dos angu-
I

•

�. \ J. J: l.. .
� .• ,

los as perpendiculares BM, LC, DK, EI, FH: me-

dir cada uma destas linhas, como tambem os in

tervallos AN, NO, OP, PQ .. QR,RG: eporque
a figura fica repartida' ém.-muitas partes, das quaes
as duas extremas podem ser triangulos, _e as mais

trapezios; ,medir' 'à1u'ell'è's, �rritilliplícàndo, a metade
da' base pela: altura (183); e estés multiplicando 'a

semi-sommà: do's iados parallelos pela distancia per
pendicular destes :mesmos lados (187)" ; . ,

Quando a figma for terminada poi' linha curva ;
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medir-se-há com sufficiente exactidão para a practica,
dividindo a linha ,AT' (fig,.' I o6}, que se' tirará pelo
seu: maior comprimento , em um grande numero de

partes ,
a, fi ill de que os arcos AB, Bf" &ë., ( qué

estão .. entrevas perpendiculares, se' ,possam conside
rar,.�Pll?o [inhas rectas: e p.ara fazer.o.caloulomais S;Ím:

ples ,que é possivel, se farão as partes 7tQ; OP; &c.

�g':laes entre si. -Para ter 'então' a área', sommar-se-hão
todas.as linhas R'V.. OM, &c., e so metadeda-linha-Cff ,

�i; a �urva for terminada por uma recta. GH, perpendi
cular �. {ir; esta somnia se multiplicará; por um 90S
intervallos ,AO; e o producto será o valor da área,
que se busca. E' consequencia immediata do que
dissemos em o n.

o 187'
Si se tractasse do spaço BNHG' terrninadç..pelas

Iinhas BN, GIl; tomar-se-hia , não BN inteira," mas

somente a' sua metade. ' ? "I,

I 1

,} r

" t'

TERC'EIRA, SECCÃO.
. , ,

.' .11'.
, .

_0_'
"j

(
,

Dos Planos.

,

201. ,Não supporemos presentemente nos 'planos
nem grandeza nem figu'r� determinada: .consideralos
hemos indefinidamente extensos- para toda a pál'te;
e so para ajudar a imaginação es representarëmos
com uma figura.
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.20�� Urna recta não pode ter parte em um pIa
no, e parte mais elevada ou mais baixa a respeito
desse plano (10). E o mesmo se deve intender de

um plano a respeito de outro plano (16).

203. THEon. A intersecção de dous planos e sem

pre linha recta.

Demonstr. Que é linha, segue-se do que acaba
mos de dizer, e da definição que démos da super�

ficie: e mostra-se que é recta; por quanto não pode
haver nessa intersecção tres pontos, que não este

jam em linha recta, sem que os planos se confun-
dam (16). .

I

.204. Coroll. l.0 Logo por uma mesma recta po
dem passar muitos planos .

.205. Coroll. 2.° Consequentemente pod�m. no

Spaço duas rectas ser perpendiculares a uma ter
ceira , sem serem parallelas entre si, e sem todavia

'se encontrarem. Com effeito, si no plano ABD

(fig. 107), que corta o plano EG na recta BD,
se tirarem duas perpendiculares BA, DC., á dieta

recta, será BA parallela a DC (73, 3.°); mas não

a respeito de outras quaesquer perpendiculares, que
.se levantarem sobre a dieta recta nos différentes

planos que por ella podem passar" como por ex. DH
no plano EG.

._a_
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Das linhas rectas consideradas nas diffe
rentes posições, que podem ter

a respeito dos pl�nos.

206. TI-IEOR. Si uma recta for perpendicular a

outras duas rectas no ponto � onde estas duas se dor
tam; serd tombem perpendicular a todas as mais re

ctas � que a tocarem, existentes no plano das duas.

(E se dird perpendicular ao plano; e reciprocamente [.

Seja (fig. 108) a recta CD perpendicular ás duas

Ee, F'[, no ponto D, em que estas duas se cor

tam: e seja AB o plano, que ellas determinam.

Digo que CD será tambem perpendicular a todas as

mais rectas, que a tocarem, existentes no plano AB.

Demonstr. Tire-se pelo ponto D n� plano AB uma

recta indefinida Gg: e tomem-se eguaes as partes DE,
t», DF, Df. Tirem-se FE� fe. Serão eguaes os

triangulos DEF � De]', como tendo dous lados re

spectivamente eguaes, e egual o angulo formado

por esses dous lados; a saber, EDF= eDf (102).
Logo será FE = fe; e por isso, e por serem eguaes
as obliquas CF e Cf, CE e Ce, pois se desviam

egualmente da perpendicular CD (38); serão eguaes
os triangules FCE � fCe (107); e logo o angulo
CEF = angulo Cef. Ternos tambem que os trian

gulos GDE, gDe são eguaes ( 105); por ser DE = De

(constr.), o angulo GDE=angulo gDe� e o angulo
DEG = angulo Deg, pela egualdade dos triangulos
DEF, Def. Logo será EG=eg: pelo que, e por
termos concluído ser ce = Ce" e eguaes os angulos
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OEF _, Ce]; serão eguaes os triangulos CEG_, Ceg.
Mas é por isso CG=Cg; e pela egüaldade dos trian

gulos CDE, gDe, é DG=Dg: logo será CD per
pendicular 'a Gg (t�2). Mas a recta Cg foi tirada
arbitrariamente pelo ponto D no plano AB. Logo CD
será tambem perpendicular a toda outra recta ,

que a tocar, existente no dicto plano; isto é, CD

perpendicular ao plano AB.

207. TUEOR. Por um ponto não se pode tirar

mais do que uma perpendicular a um plano.

Este Theorema comprehende dous casos : por qu.e
ou o ponto está no plano, ou fora.

L
o Esteja o ponto no plano; e seja este GE (fig. 107),

e aquelle D. Digo, que por D não se pode tirar

mais do que uma perpendicular ao plano GE.
'Demonstr. Si é Jpossivel, tirem-se duas; e sejam

AD, CD. -Conduza-se por AD e CD o plano ADC, que
cortará o outro 'GE em urna recta BD. Serão AD, CD

perpendiculares a BD '(206): o que é impossiveí
{36). Lego &c.

2.
o Esteja agora o ponto fora do plano; e seja este o

mesmo GE, e aquelle A. Digo que por À não se pode
tirar mais do que uma ,perpendicular ao plano G'(I.

Demonstr. Si é possivel , tirem-se duas perpendi
culares , e sejam AB, AD. Conduza-se por AB e AD
o plano ABD.. que cortará o outro GE na recta BD.

Serão AB, AD perpendiculares a BD (206): o que
é tambem impossível (36). Logo &c.

,208. A 'recta, que encontrando um plan,o, lhe
'1>1
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não é perpendicular, se diz obliqua a esse plano:
e . a sua inclinação se mede pelo angulo formado pela
mesma recta, e por outra Existente no plano entre

ella e a perpendicular, que de qualquer ponto da

obliqua cair sobre o mesmo plano. Por ex. (fig. 108)
si for CE obliqua ao plano AB, e CD perpendicu
lar; o angulo CED medirá a inclinação de CE a re

speito do plano AB .

.

209.' THEOR. Si duas, ou mais obliquas a um pla
no .. tiradas de um mesmo ponta situado [ôra delle,
forem eguaes; desviar-se-Mio egualmente da pn'pen
dieu/ar abaixada do dieta ponto , e [arão com esta an

gulos eguaes. E si as obliquas forem deseguaes; a

menor se desoiard menos s e fard angulo menor..

I.
o Sejam (fig. 109) as obliquas eguaes DE, DF, &c.,

e a perpendicular DC, t�'adas para o plano AB do

ponto D situado fóra. Digo que CE=CF=&c.
Demonstr. Os triangulos DCE, DCF, &c. são re

ctangulos em C, e eguaes (lOg); por terem O lado

commum DC perpendicular ao plano AB .. e as hy
pothenusas eguaes (hyp.). Logo é CE=CF=&c., e

o angulo EDC=CDF=&c. ,

2.° Seja porém DG> DE. Digo que CG> CE; 'e

o angulo CDG> CDE.
Demonstr, Conceba-se totalmente applicado o trian

guIo CDE sobre o triangulo CDG. Cairá 'CE sobre

CG; por ser. o angulo.DCE=DCG, como rectos. Mas
é DG> DE (hyp.): logo .o ponto E cairá entre C, e

G (37)' Logo CG> CE, e o angule CDG> CDE.
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210. Coroll. - 1.
o Heciprocamente : si duas, ou mais

obliquas a um plano, tiradas de um mesmo ponto
situado fóra delle, se desviarem egualmente da per
pendicular abaixada do dicto ponto, ou íizerem com

esta angulos eguaes; serão eguaes. E as que menos

se desviarem, ou fizerem angulomenOl', serão menores.

21 1. Coroll. 2.0 Logo a perpendicular é a menor

recta, que para um plano se pode tirar de um ponto
situado- fóra, (Por ella se mede a distancia, isto é,
a altura, em que está um ponto a respeito de um

plano. )

212. THEOR. Si' no mesmo ponta de uma recta

outras tres' lhe forem perpendiculares ; estas tres exis

tirão em um mesmo plano.

Sejam (fig. 110) as tres rectas AB .. BC, BD, per
pendiculares a EB no ponto B.-Digo que ÆB, BC, BD

estão todas em o mesmo plano.
Demonstr, Si é possivel, não esteja BC no plano

das duas AB, BD: e seja BF a intersecção desse

plano com o plano das outras duas EB.. BC. Por
ser EB perpendicular a AB e a BD (hyp.) ; será EB

tambem perpendicular a BF (206). Mas egualmente
ER, é perpendicular a BC (hyp.): logo no plano
EBC estão duas perpendiculares BF, BC, levantadas
do mesmo ponto B sobre' a recta EB: o que é im

possivel (36). Logo &c.
213. Coroll. Por um ponto de uma recta não

podem passar dous planos perpendiculares a esta.

Por que, si passassem, poder-se-hia tirar por esse
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ponto tres rectas ; duas em um dos planos, _

e uma

no outro; que seriam perpendiculares a aquella outra

110 dicto ponto (206), e não estariam todas tres 110

mesmo-plano, contra o que acabamos de demonstrar,

2\4. PRORL. De um ponto dado em um plano � le

»antar a perpendicular a esse plano.

Seja (fig. Ill) o plano AQ; e O ponte C.

Soluc, Tirem-se pelo ponto dado, e no plano,
duas rectas DE, FG perpendiculares entre si. Faça-se
passar por uma dellas, DE, qualquer plano DEI. Ti
re-se neste a recta CI perpendicular a DE no ponto
C: e no plano determinado pelas duas CI, CF, le

vante-se do mesmo ponto a recta CH perpendicular
a FG. Digo que CH é a perpendicular pedida.

Demonstr. Por ser DC perpendicular a .CI, è a CF

{constr. ); é também perpendicular a ClI, que está

no plano ICF (206). Mas CII egualmentc é perpen
dicular -a CF (constr.). Logo CII é perpendicular ao

plano DCF, isto é, ao plano AB.

2 15. PROBL. De um ponta -dado fóra de um pla-
no _, abaixar a perpendicular a esse plane,

Seja (fig. 109) o plano AB; e o ponto D.

Soluç. Tire-se do ponto D para o plano urna re ...

cta DE tal, que gyrando ao redor elo ponto D, de
screva- no mesmo plano uma circumforencia de 'cir

calo EFIlE, como necessariamente o será (20g). De
termine-se Q seu centro (54): e deste para o ponto
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dado D tire-se a recta CD. Ser� CD a perpendicu
lar pedida (209)'

216. PROBL. Por um ponto dado em uma recta

tirar um plano perpendicular a essa recta.

Seja (fig. I 12) a recta EF; e o ponto G.

Soluço Faça-se passar por EF dous planos
\

quaes
quer EFH, EFI. Levantem-se do ponto G duas per
pendiculares a EF; uma GH no plano EFIl, e a

outra GI no plano EFI. Digo que o plano HGl de

terminado por estas duas perpeudiculares é o pe
dido (206).

217, TUEOR. A recta , que pelo vertice do angulo;
que mede a inclinação de uma obliqua a um plano, se

tirar nesse plano perpendicularmente á outra recta , que
fôrma o dicto angulo com a obliqua; serd tombem per

pendicular d mesma obliqua.

Seja (fig. 113) a recta CD obliqua ao plano AB;
e o angulo CDE, o que mede a inclinação. Tire-se
FG perpendicular a DE no ponto D, e no plano AB.

Digo que FG é tambem perpendicular a CD.
Demonstr. De qualquer ponto C da obliqua CD

-abaixe-se CE perpendicular ao plano AB (2 I 5); e

cairá sobre DE (208).. Tome-se DF=DG; e tirem-se

as rectas GE, EF, CG, CF. Será GE=EF (38); pOl'
ser DE perpendicular no meio de FG (constr.). 'Con

seguintemente as rectas CG .. CF se desviam egual
mente da perpendicular CE ao plano AB. Logo �



CG=CF (210). Logo os pontos C, D da recta CD
estão equidistantes dos pontos F, G da recta FG.

Logo CD é perpendicular a FG ([�2).

218. THEoR. Si uma de duas parallelas for per

pendicular a um plano; tambem a outra o serd.

Sej am (fig. 107) as rectas parallelas AB, CD; e

seja AB perpendicular ao plano GE. Digo que tam

bem CD é perpendicular ao mesmo plano.
Demonstr. Tire-se a recta AD; e no plano GE a

recta FIl perpendicular no ponto D á intersecção
BD do plano das parallelas com o plano GE. Será
FIl lambem perpendicular a AD (217); e por tanto

perpendicular ao plano ABD (206). Logo FIl egual
mente é perpendicular a CD, que está nesse plano.
Mas tambem CD é perpendicular a BD (69); por
ser a sua parallela AB perpendicular ao plano GE

(hyp.), e por isso perpendicular a BD. Logo CD

perpendicular ás duas BD, FlI, é perpendicular ao

plano GE, em que elias estão.

219, Corail. 1.0 Duas rectas AB, CD perpendi
culares ao mesmo plano GE são parallelas entre si.
Por que a parallela a AB, que se tirasse pelo ponto
D, seria perpendicular ao plano GE: e do mesmo

ponto não se pode levantar mais d� que uma per
pendicular a um plano (207)'

220. Coroll. 2.0 Duas rectas AB, CD (fig 112)
parallelas a uma terceira EF, ainda não estando todas
situadas no mesmo plano, são parallelas entre si. Po�
que ao plano, a que a terceira for perpendicular,
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tambem serão perpendiculares as outras duas; e por
conseguinte parallelas entre si.'

22 I. Coroll. 3.0 Logo qualquer recta EF situada
fóra de urn plano, e parallela á outra AB tirada nesse

plano, não poderá encontralo, por mais que sé con

tinue para uma e outra parte. (E se dirá tambem

parallela' ao plano). Com effeito si EF encontrasse
o plano em algum ponto; por esse ponto e no dicto

plano rtirar-se-hia outra recta parallela á AB (74),
a qual seria tambem parallela a EF: o que é contra

a definição (68).

222. TImOR. Os angulos" que respectivamente tem
,

os' lados .parallelos , e estão »oltâdos para a mesma

parte,' ainda estando situados em differentes planos',
são eguaes entre si.

Sejam (fig. 114) os angulos ABD, ECF, situados

cada um em sen plano; e tenham os lados paralle
IQs, e voltados para a mesma parte; a saber, AB paral
lelo a CE, e BD parallelo a CF. Digo qne ABD=ECF.

Dëmonstr. Façam-se eguaes as rectas BA, BD,
CE, CF; e tirem-se BC, AE, DF, AD, EF. Por ser

AB egual e parallela a CE; será BC egnal e paral
lela a AE (I 13): e por ser BD egnal e parallela a

CF; tainbem será BC egnal e parallela a DF. Logo
será AE, eguaL e parallela a DF (220); 'e por isso

AD=EF. Logo os triangulos ABD, ECF são eguaes
(1°7)' E logo O angulo ABD=ECF.

223. Sehol. Tem aqui 'egualmente logar, o que
se disse no 'Schol. n,

o 76.
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Dos planos considerados nas differen�
tes posições, que podem ter uns a

respeito dos outros.

- 224. Similhantemente ao que dissemos á cerca

das linhas,
.

quando concorrem em um ponLo, se diz

que dous planos concurrendo fazem entre si engulo.
Mas para differençarmos estes daquelles, chamaremos

angule diedro ao angulo formado por dous planos;
e angule rectilineo, ou simplesmente angulo , ao for
mado por duas rectas.

Démos o norne de vertice no angulo rectilineo ao

ponto do concurso das rectas; e a estas o de lados:

daremos o de aresta no angulo diedro á recta em

que concorrem os planos; e a es�es o de faces.
Nomêa-se um angulo diedro com quatro letras,

das quaes as duas medias se poem na aresta, e cada
uma das outras em sua face. Assim para dizermos o

angulo diedro formado pelos dous planos CA, CD

(fig. 114), que concorrem na recta BC, diremos o

angulo diedroABCD: ou o designaremos simplesmente
pela aresta BC, quando não mais de um angulo diedro
tiver a mesma aresta.

225. THEOR. Si em dous angulos diedros forem
eguaes. os angulos formados por duas perpendiculares
ás suas arestas, tiradas cada mna em sua face; os

dous angulos diedros serão eguaes entre .si.

Sejam '( fig. 114) os angulos diedros ABeD, abed; e

o angulo [GIl formado pelas perpendiculares G1, GIl,
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tiradas nas faces do primeiro respectivamente a Be ..

seja egual ao angulo igh formado pelas perpendicn
lares gi , gh, tiradas nas faces do segundo respecti
vamente a be. Digo que o angulo diedro ABCD é
= angulo diedro abed.

Demonstr . Applique-se o ponto g ao ponto G; e

ajustando a aresta he sobre a aresta BC, faça-se
coincidirem as faces cd, CD. A recta gh se ajus
tará sobre a recta GIl; por serem rectos os angulos
egit, CGH (hyp.). Mas o plano igh é perpendicu
lar a ge (206), e o plano 1GB perpendicular a

GC: logo estes dous planos coincidirão; por que
não succedendo assim, teríamos por um ponto G
da mesma recta conduzido dous planos perpendicula
res a esta: o que é impossivel (213). Logo a recta gi
se ajustará sobre a reota G1; por ser o angulo iglt
= angulo 1GB (hyp.). E pois as rectas ge .. gi se

ajustam sobre as rectas GC, GI; lambem se ajus
tarão os seus respectivos ,planos, isto é, as faces

ca, CA. Mas ja se tem ajustado as faoes cd, CD.

Logo os angulos diedros ABCD, abed se ajustam
perfeitamente entre si. E por tanto são eguaes.

•

226. Coroll. Dividindo pois o angulo IGlI em

quaesquer partes eguaes, e tirando planos pela aresta

BC e por cada uma das divisões; o angulo diedro
ABCD ficará tambem dividido em outros tantos an

gulos diedros eguaes entre si. E concluir-se-há (dis�
currendo como em o n," 26), que o angulo 1GU
é para o angulo diedro A BCD, como qualquer nu

mero daquellas partes de 1GB para o mesmo nu

mero destas de ABCP,
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227' TUEOR. Os angulos diedros estão entre si ,
esmo os angulos formados por duas perpendiculares ás

was ares t as � tiradas cada uma e/h sua face.

Sejam (fig. 114, e 1 15) os angulos diedros A BCD,
abcd , em que estejam formados os angulos IGIf �

igh, pelas perpendiculares GI, GIl, respectivamente a

BC; egi, gh, respectivarnente a bc ; cada uma em

sua face. Digo que é ABeD: abed :: IGH : igh.
Demonstr . Prova-se por um raciocinio em tudo si

milhante ao do n.
° 28.

228. Coroll. Pois ,os angulos diedros são propor
cionaes aos angulos formados por duas perpendicu
lares ás suas arestas, tiradas cada uma em sua face;
segue-se, que podemos represeutalos por estes; e

assim os angulos diedros gosam de todas as proprie.
dudes dos angulos rectilineos. Par ex.

1.
o Um plano, que cáe suhre outro, forma com

este, prolongado si [or necessario , dons angulos die

dros, cada UUl de sua parte, que junctos vaierão 180 O.

Si estes angulos são eguaes, isto é, cada um de
,

go�, dizem-se rectos ; e o plano incidente, perpen
dicular; &c.

2.
o Si um plano for perpendicular a outro, tam-

hem este o será a respeito daquelle. .

3. o Por uma recta situada em um plano não se

pode tirar dous planos perpendiculares a aquelle outro.

4. ° Os angulos diedros verticalmente oppostos são

eguaes; &c.

229, Tunon. Si urna recta perpendicular d inter-
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secção de dous planos perpendiculares inire si for tam

bem perpendicular a um del/es; estard situada no outro.

E reciprocamente : si estiver situada em um; serd per
pendicular ao outro.

Seja (fig. I 11) DE a intersecção dos dous planos
AB, IDE perpendiculares entre si: e seja ClI per
pendicular ao plano AB no ponto C da dicla inter

secção. Digo que CH está situada no plano IDE.
Demonstr, Tire-se no plano AB a recta CF per

pendicular a DE no ponto C: e si não está CH no

plano IDE, nelle esteja CI perpendicular a DE no

ponto C. Pois o plano IDE é perpendicular ao pla
no AB (hyp.); o angulo ICF será recto (228): e

por tanto CI é perpendicular a CF. Mas então CI,
como perpendicular ás duas CF, DE, é tambem per

pendicular ao plano AB (206): logo temos no mes

mo ponto C duas perpendiculares a este plano: o

que é .impossivel (207)' Logo &c.
Ao mesmo tempo fica demonstrada a recíproca.
230. Coroll. 1,0 Qualquer plano IDE é perpen

rlicular a outro AB:> quando aquelle passa por uma

recta ClI perpendicular a este. Com eífcito não' se

pode tirar por DE um plano perpendicular ao plano
AB, em que não esteja CII.

231. COl-oil. 2.0 A intersecção IL (fig. 116) de
dous planos CD, EF perpendiculares a um terceiro

AB, é perpendicular ao mesmo terceiro. Por que a per
pendicular levantada do ponto L ao plano AB não pode
ser outra, sinão a mesma intersecção daquelles dous ;

visto que deve existir ao mesmo tempo em ambos elles.
-,
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Dos planos parallelos.

1132. Chamam-se planos parallelos aquelles , que
nunca se encontram, por mais que se continuem

para qualquer parte.

233. TIŒOR. Si um de dotis planos parallelos for
perpendicular a mna recta; também o outro o serti.

Sejam (fig. I 17) os planos parallelos AB, CD: e

1.0 seja o plano AB perpendicular á recta EF .. ti

rada de um ponto F do outro CD. Digo que tam

bem o plano CD será perpendicular á recta EF.

Demonstr, Si é possivel , não seja. Haverá então

no plano Cl) uma recta FG obliqua a EF. Condu
za-se por EF e por' FG o plano EFG; o qual en

contrará o outro AB em uma recta EH. Será EF

perpendicular a EH; por ser EF perpendicular ao

plano AB (hyp.). Logo FG, EH prolongadas no

plano HEFG concurrerão (73 .. 3.0): e pOl' tanto

tambem hão de concurrer os planos AB, CD, em que
ell as existem (202): o que é contra a hypothese.
Logo &e.

2.
° Seja agora o plano AB perpendicular á recta

EF, tirada de um ponto E do mesmo AB. Digo que
tambem o plano CD será perpendicular á recta EF

em um ponto F, onde esta ha de encontralo.
Demonstra-se discurrendo como no 2.

°
caso

do n." 6g.
234. Coroll. Do us planos AB, CD .. perpcndiou

lares á mesma recta BF, são parallelos entre si. Por
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clue o plano, que pelo ponto F se tirasse parallelo
a AB, seria perpendicular a EF: e pelo mesmo ponto
de uma recta não se pode tirar mais do que um

plano perpendicular a esta (2 13).

235. TUEOR. Si duas rectas parallelas se cortarem

por dous planos parallelos ; as pattes interceptas serão

eguaes entre si.

Sejam (fig. 118) as rectas parallelas EH, GF cortadas

pelos planos parallelos AB, CD. Digo que EH=GF.
Demonstr. Tirem-se as rectas EG, HF, interse

cções do plano das parallelas com os dous planos
parallelos. Estas intersecções tamLem são parallelas
entre si; por que, não o sendo, concurreriam em

algum ponto. 'l\hs então necessariamente tambem
concurreriam os planos, em que ellas estão: o que
é contra a hypothese. Logo EG é parallela a HF.
E logo EH=GF (112).

236. Schol. 1.° Incidentemente fica demonstrá

do; que as intersecções de dous planos parallelos
com um terceiro são parallelas entre si.

.

237. Schol. 2.0 Dous planos parallelos , cortados

por terceiro , tem a respeito dos angulos diedros,
que fazem com este, as mesmas propriedades, que
duas rectas parallelas tem a respeito dos angulos;
que fazem com a sua secante (228).

238. TUEOR. Si dous angulos, formados cada unt

em seu plano, tiverem os lados respectioamente paralle
los; os dous planos serão parallelas .•



Sejam (fig. 1 19) os angulos ABC, DEF, cada UUl

em seu plano: e seja o lado AB parallelo a DE; e

BC parallelo a EF. Digo que o plano ABC é pa
rallelo ao plano DEF.

Demonstr. Abaixe-se do ponto B a perpendicular
BC sobre o plano DEF. Tirem-se neste plano pelo
ponto G as rectas GH, GI parallelas respectiva
mente a DE, e a EF. Será AB tambem parallela a

GH; e BC a GI (220). Mas BG é perpendicular
ás duas GH, GI; por ser perpendicular ao plano
DEF (constr.): logo será tambem perpendicular ás

duas AB, BC (69); e por conseguinte ao plano ABC.

Logo o plano ABC é parallelo ao plano DEF (234).

239. PROBL. Por um ponto � dado fóra de um pla
no, tirar outro plano parallela ao primeiro.

Seja (fig. 119) o plano DEF; e o ponto B.

Soluço Tirem-se no plano dado duas rectas quaesquer
DE, EF, que façam ar.gulo : e fazendo passar um plano
pelos pontos B, D, E, e outro pelos pontos B, E, F;
tire-se no plano BDE pelo ponto B a recta BA pa
rallela a ED, e no plano BEF pelo mesmo ponto
B a recta BC parallela a EF. Digo que o plano ABC
determinado por estas duas rectas AB, BC, é o pe
dido (238).

240. THEoR. Si de um mesmo ponto situado {óra
de urn plano se tirarem rectas para differentes pon
tos desse plano � e se cortarem por outro plano paral
lelo ao primeiro s ficarão cortadas proporcionalmente.
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Seja (fig. 120) o plano GE: e do ponto I, to

mado fóra , tirem-se para os pontos K, L, M'do
mesmo plano as rectas IK, IL, IM; que se cor

tem nos pontos k, l, m pelo plano ge parallelo a

GE. Digo que é 1[( : Ik :: IL : II :: 1M : Im.

Demonstr. Tirem-se as rectas kl , KL; lm, LM;
km, KM; que são as intersecções dos planos paral
lelos ge, GE, com cada um dos outros I[(L, lLM,
IKM. Ora estas são parallelas en tre si, a saber:
kl a [(L.. Im a LM, km a KM '( 236). Logo tere-

140S 1[( : Ik :: IL : II :: IM : Im (122).
241. Scliol, Convem observar, que os triangu

los [(LM, klm são similhantes entre si (127); por
serem os angulos [(LM, LM[( respectivameute eguaes
aos angulos klm , lmk (222). E o mesmo digo de
outras quaesquer figuras ABCDF, abed], quando forem

mais de tres as rectas conduzidas do ponto I para
estes planos. Por quanto, tirando dos pontos cor ...

responde ntes a, A em cada uma das figuras as diago
naes ac, AC, ad, AD, &c., concluir-se-lia a simi

lhança dos triangulos ABC e abc, ACD e acd .. &c. i

e por consequencia a das duas £igur-as (167).

'Dos angulos solidos.

242. E' facil de conceber, que si tres, ou mais

planos, concurrendo dous a dous, fizerem tres , ou

mais angulos diedros, 'cujas arestas concorram todas

no mesmo ponto; ollas reunirão nesse ponto outros
,
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tantos
<

angulos rectilineos , que terão todos o mesmo

vertice, e cada dous contiguos um lado commum.

A esta reunião de tres ou mais angulos rectili

neos, concurrentes no mesmo ponto, e existentes

cada um em seu plano , se dá o nome de angule
solido, ou mais propriamente de angulo polyedro. Si
é formado por tres angulos rectilineos, isto é, si

tem so tres faces, chama-se angule triedro. Si qua
tro; angulo tetraedro: &c.

O ponto do concurso dos angulos rectilíneos , que
formam um

-

angulo polyedro, tambem se diz vertice

delle;
.

assim como tam bern arestas delle as arestas.

dos angulos diedros , que o torneamo

Nomeá-se um angulo polyedro, lendo em primeiro
lagar a letra, que marca o seu vertice, e depois
as que estão em cada uma das suas arestas. Assim

(fig. 121) para nomearmos o angulo triedro, cujo
vertice é d, diremos o angulo triedro dabc.

Seis cousas pois se distinguem em um angulo
triedro: tres angulos rectilineos , e tres angulos diedros.

243. THIIOR. Dos tres angulos rectilineos , que for...

mam. um angulo triedro, a samma de quaesquer dous

� maior do que o terceiro.

Seja (fig. 121) o angulo triedro DABC formado

pelos tres angulos rectilineos ADB, ADC, CDB.

Digo que a sornma de dous quaesquer, por ex.

ADB+ADC>CDB.
. Demonstr, Quando os tres angulos são eguaes, on

£Iuando, sendo deseguaes, entra na semma dos dous (l-
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maior de todos os tres, é evidente que em ambos
os casos essa somma é maior do que o terceiro. Seja
porém CDB ó maior. Tire-se Uma .recta CB, que
corte DC e -DB; e faça-se o angulo CDE=ADC.
Tome-se AD=DE;' e tirem-se AB, AC. Os trian

gulos ADC, CDE serão eguaes (1.02): e logo AC=EC.
Mas é AB+AC>BC; isto é, AB+AC>BE+EC:
si tirarmos de uma e da outra parte as linhas eguaes
AC, EC; ficará AB> 1)E. Mas nos triangulos ABD,
EBD é o angulo ADB > E1)B (94); por ser DB com

mum, DE=DA (constr.), e AB>BE. Logo a som

ma dos angulos ADB, CDE será tambem maior do que
il dos angulos EDB_, CDE; isto é, ADB+ADC>CDB;
pois que é CDE=ADC (constr.).

24!�. TIIEOR. A somma de todos os angulos recti

lineos, que formam um angulo polyedro convexo, isla

é, em que não ha 'angulo diedro reintrante ,
li sem

pre < 360 ".

Seja (fig. 122) o angulo polyedro convexo ABCDE.
Digo que a somma de todos os angulos rectilineos, que
ocompocm, isto é

, BAE+EAD+DAC+BAC<360".
.Demonstr, Cortem-se com um plano BCDE todas

as arestas do angulo polyedro (*). As secções desse

-;::-�----_._------.------------

nTem-se supposto ser sempre possível dirigir um plano,
que corte todas as arestas de qualquer angulo polyedro convexo.

Com effeíto , quanto a tres, não ha duvida alguma, tomando em

cada 'urna um ponto, e tirando por elles UlU plano. Mas por ven

tura prolongado este encontrará sempre a todas as outras arestasj'
Q
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plano com cada' uma das faces formarão o polygono
BCDE.. e farão das mesmas faces outros tantos tri

angul<;>s. Isto posto; nos angulos triedros, cujos
vertices são B, E, D, C, será ABC+ABE > CBE;
AEB+AED.>BED; ADE+ADC>EDC; ACD+ACB
> BCD (243): e

'

por conseguinte, sommando todos

os angulos, que estão de uma parte, e por or

dem aos que pertencem a cada triangulo, teremos

CABE+AEB)+(AED+ADE)+(ADC+ACD)+(ABC+
ACB» CBE+BED+EDC+BCD, que é a somma

de todos os angulos do polygono. Logo a somma

dos supplementos de cada dous desses angulos de

cada triangulo, isto é .. a somma de todos os angu
los rectilineos, que. formam o angulo polyedro, é

menor do que a somma dos supplementos de todos
os aegulos do polygono, a qual é 360 o (152).

2�5. Corail. Consequentemente, para' que tres

aJ!lgulos .rectilineos formem, um angulo triedro, é

necessario que a somma de quaesquer dous seja
maior do que o terceiro; e a somma de todos tres

menor do que 360 o.

NãO certamente: e seria então necessario repetir tentativas. Logo
deve-se mostrar a possibilidade desta construcção , e segurar o modo

de 'a fazer.

Imaginem-se prolongadas duas faces quaesquer EAB, DAC, que

estejam separadas por uma interrnedia EAD, sendo o prolonga
mento para a' parte das arestas AB, AC. A intersecção das dietas

duas faces passará pelo vertice A; e ficarão comprehendidas entre

ell as .fodas as outras. Tire-se então um plano, que corte as ares

tas AE, AD, e aquella intersecção. Este cortará também todas as

arestas do angulo polyedro,
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�46. THEOR. Si cm doas angulos trledros forem
os tres angulos rectilineos, que formam um .. respecti
»amente eguaes aos tres angulos rectilineos , que for
mam O outro; os angulos dledros {armados pelos pla
nos dos angulos eguaes serão respectioamente eguaes.

Sejam (fig. 121 *) os angulos triedros DABC, dabc :

e sejam os angulos rectilineos do primeiro ADB,.
ADC, CDB respectivamente eguaes aos angulos re

ctilineos do segundo adb, ade, edb. Digo que serão

eguaes os angulos diedros BADC e bade .. ADCB e

adcb, CDBA e cdba.
Demonstr, Façam-se eguaes as rectas DA, DB .. DC,

da, db, de: e tirem-se as rectas AB .. AC, BC, ab,
ac ; be. E' facil reconhecer a egualdade dos tri

angulos isosceles ADB e adb, ADC e ade, CDB e

edb (102). Logo serão agudos e eguaes os angulos.
DAB e dab, DAC e dae, &c.; e AB=ab, AC=ae,
BC=be: e por tanto o triangulo ABC eguaI ao tri

angulo abe (107)' Isto posto; nas arestas communs

a dous angulos rectilineos respectivamente eguaes ,

por ex. DA, da, tomem-se eguaes as porções AG,
ag; e concebam-se nos pontos G, g dous planos
perpendiculares a essas arestas, a saber: o plano
HGF á aresta DA, o qual necessariamente encontrará·
as rectas AB, AC; e o plano hgf á aresta da,' o

qual tambem encontrará as rectas ab, ae. Os tri

angulos AGF, AGH serão rectanguIos em G (206);
assim como em g os triangulos agf, agh. Por isso,
e por ser AG=ag (constr.), e serem eguaes os an

gulos DAB e dab, DAC e dae; serão eguaes os tri-
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angulos AGF e agf, AGH e agh (105): e logo
4F=af, GF=gf, AH=ah, HG=hg� Mas o angulo
BAC é=bac .. pela egualdade ja mostrada dos triangules
gEC, abc; e temos AF=af, e AH=ah; os triangu- ,

los AFH, a(h serão eguaes ( 102); e por conseguinte
HF=hf. Mas tambem se acabou de dernonstrar ser

GF=g(, e HG=hg: logo os triangulos FGll, (gh
são eguaes entre si (1°7); e por tanto eguaes os an

gulos llGF, hg], que medem os angulos diedros
BADC, bade (225)� Logo estes são eguaes.

Do mesmo modo se mostrará a egualdade respe
ctiva dos outros (*).

24-7. TImOR. Dous angulos trledros são eguae«,
quando os tres angulos rectilineos .. Cfiue [ormam um, sëo

respectiuamente eguaes aos tres angulos rectilineoe .. que·
formam o outro _, e similhantemente dispostos.

Sejam (fig. 121) os angulos triedros DABC" (ta-be:
e sejam os angulos rectilineos do pcimeiro ADB.
ADC, CDn respectivamente eguaes, aos aNgulos- re-,

,
-

-_--

(*) Esta proposlçao foi inserida nos Elementos de Geometria'
de Euclides por Roberto Simson para encher um vazio, que se

achava no Livro I I dos dietas Elementos: e é- a Proposição A.

Com tudo a demonstração , que elle ahi dá, suppõe que o plano
tirado perpendicularmente a uma das arestas do angulo tried!'!').

encontrá sempre as outras duas: o que pode deixar de acconte

ter-Não sabemos que alguém até ao présente fizesse este reparo:

pelo contrario bons Authores copiaram a Simson. Por tanto jul
garries conveniente advertilo , dando it mesma d-emonstração a ge"
neralidade que exige.
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ctilíneos do segùndo adb, ade, edb, e siruilhante ...

mente dispostos. Digo que o angule triedro DABC
é. _:_ angulo triedro dabe.

Demonstr, Applicado o ponto d ao ponto D � e a

aresta da' sobre a aresta DA, imagine-se a face ade

posta sobre a face ADC. Cairá a aresta de sobre a

aresta DC, por ser o angule rectilineo ade=anguloT
rectilíneo ADC (hyp.); a face cdb sobre a faoe CDB,
por ser o angulo diedro adeb=angulo diedro ADCB

(246); e a aresta db sobre a aresta DB, por ser o

angulo rectilíneo edb=angulo rectilineo CDn (hyp.).
Logo a face adb confundit-se-ha com a face ADD:

e por conseguinte os angulos triedros DABC., dabc

ajustar-se-hão perfeitamente entre si. Logo &c.

QUARTA ssccxo

nos Corpos.

248. Antes de passarmos a tractar d'os Corpos
convem lembrar, o que dissemos logo no principio
destes Elementos (I). ,

Consideraremos os corpos que são terminados pOI'

superficies planas, os quaes chamam-se corpos polye ..
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dros , ou polyedros simplesmente: e entre os termina...

dos por superficies curvas, unicamente tractarernos

dos que tem o norne de pyramide conica, de cylindro �

e de. sphera,
Dizem-se faces de um polyedro os planos, que

o terminam: e menos de quatro não podem fechar

volume.

249. Polyedros slmilhantes são os que .tem egual
numero de faces respectivamente similhantes e adja
centes a angulos polyedros respectivamente eguaes.

As faces adjacentes aos angulos polyedros eguaes
dizem-se homologas, assim como tambem estes se

dizem homologos.
250. Tem o nome de pyramide o polyedro, em

que uma das faces é qualquer polygono, e todas as

mais são triangulos, que tem por bases os lados desse

polygono, e todos o mesmo vertice. Este se diz tam

bem vertice da pyramide: e aquelle polygono base.
A perpendicular tirada do vertice sobre o plano da

base. é a altura da pyramide. _

As pyramides tomam differentes nomes conforme
a figura das suas bases. Si é triangulo; chama-se py
ramide triangular, ou tetraedro simplesmente. Fig. 121.

Si quadrilatero; pyramide quadrangular. Fig. 122. &c.
E si a base é polygono regular, e a altura da pyra
mide cáe no centro desse polygono, diz-se que a py.
ramide é regular. Fig. 123.

251. THEOR. Em qualquer .pyramide regular as

faces, que terminam no vertice, são todas triangules
ieosceles , e eguaes,
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Seja (fig. 123) a pyramide regular ABCDE, cujo
vertice é A. Digo que as faces BAC, CAD, &c. são

triangulos isosceles, e eguaes.
, Demonstr. Por ser regular a pyramide (hyp.), a

perpendicular tirada do vertice sobre a base cairá

no centro desta. Logo são eguaes as arestas AB,
AC, AD, &c. (210). Mas tambem são eguaes os

lados da mesma base, BC, CD, DE, &c. .Logo os

triangulos BAC, CAD, &c. são isosceles (82), e

eguaes (1°7)'
' :

'

252. Corell. São pois eguaes entre si as perpen
diculares, como AP, tiradas do vertice da pyramide
regular sobre os lados da base. (E chamam-se' apo
themas da pyramide).

253. THEOR. Toda a secção feita em qualquer py�
l'amide por um plano parallelà á 'bose _, li uma figura
similhante d da, dieta baú.

'Demonstr: Consta, do n ," 241.
A porção da pyramide, comprehendida entre aquella

secção e a base, chama-se tronco da pyramide, ou

pyramide truncada: a mesma secção tambem se diz
base: e é facil 'ver, què todas as mais faces são

trapezios; e estes eguaes, si o tronco é de' pyra
mide regular.

25[�. O polyedro, em que' duas faces, que' se

chamam bases, sâo dous polygonos eguaes e paral
lelos, e todas as mais faces são parallelogrammos,
tem indistinctamente

:

o nome de prisma. Fig. 124,
125, 126, 127'

i
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A sua altura é a perpendicular tirada de uma das

bases' sobre o plano da outra base.
As rectas, como AB.(fig. 124), que são' os encon

tros de dous parallelbgrammos contiguos , chamam.
se arestas do 'prisma.

O prisma' é recto, quando a aresta é perpendicu...

lar á base: e por conseguinte egu.al á altura (219, 235)..

Fig. 125: E obliquo; no caso contrario. Fig. \24.
Tomam tambem os p,ismas differentes nomes con

forme a figura das suas bases. Si é triangulo; cha

ma-se prisma triangular. Fig. 124. Si' quadrilatero ,

prisma quadrangular. Fig. 1 27, &c.
Entre os prismas quadrangulares se distingue o

parallelipipedo, Chama-se assim o prisma, que tem

por base um parallelogrammo.
_

Tambem entre estes se distingue o paràlielipipedo
rectangulo , e o cubo. Chama-se

Parallelipipedo rectangulo aquelle , cujas bases e_

faces são todas rectangulos. Fig. 125.
Cubo o parallelipipedo , cujas bases e faces são

todas quadrados. Fig. 126.

:' 25.5. TUEOR. 'Toda a secção feita-em ql.l.a.lquel' pris.
ma par um plano. parallela d base , ¢ WfMJ, figura egua]
ti da dicta base ..

I

Seja (fig. 124)1 O prisma AEDF _, cortado pelo plano
bd]. parallelo � base. Digo que a figura bdf é egual

á

figura BDF.
Demonstr: Por serem parallelas as secções dos planos

parallelogrammos AD, DE, &c. com os planos pa-



rallelos bd]', RDF (236), serão eguaes bd a BD J

d{ a DF, &c. (1 12), 'e eguaes os angulos bd] e

BDF, &c. (222). togo as figuras bd], BDF podem
ajustar-se entre si perfeitamente. E .por tanto são

�guaes.
256. O COl'pO terminado por um circulo, e por

uma superficie, na qual todas as rectas tiradas da
circumferencia do circulo concorrem no mesmo pon
to, chama-se pyramide conica. Fig. 128, e 129. O

ponto diz-se »ertice; as rectas lados; e o circulo hase.
A perpendicular tirada do vertice sobre o plano

da base, chama-se altura; e a recta que passa pelo
vertice e pelo centro da base, eixo;

A pyramide conica é recta, quando o eixo é per
pendicular á base. Fig. 128. E obliqua, no caso con

trario. Fig. 129,
A pyramide conica recta pode considerar-se gerada

pela revolução inteira de um triangulo rectangulo
ABC (fig. 128) ao redor de um dos lados do angulo
recto AC, que se suppõe immovel.

257' Pyramides conicas similhantes são as que
tem eixos proporcionaes aos diametros das bases •. e

egualmente inclinados a estas.

258. Tf!:EOR. Toda a secçao feita em qualquer py
ramide conica por um plano parallela d base, e circulo.

Seja (fig. 129) a pyramide conica ABDE. Digo
que a secção. feita pelo plano bde parallelo á base,
é circulo.

Demonstr, Imagine-se O eixo AC; e tomem-se no.

p
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contorno da secção quaesquer pontos b , e, d, &c. Ti
rem-se por elles e pelo vertice A as rectas AB, AE,

.

AD, &c.; e os raios CB, CE, CD, &c.; e as rectas

cb .. ce , cd, &c. Será AB : Ab :: AC : Ac :: CB : cb ::

AE : Ae :: CE : Ce :: AD : Ad :: CD : cd :t : &c.

{2!�0, 12g):'è logo CB : cb :: CE: ce:: CD: cd:: &c.

Mas é CB=CE=CD=&c. Logo tambem cb=ce=cd
=&c. O que mostra que a dieta secção é cir

culo (18).
,

A porção da pyramide conica comprehendida entre

aquella secção e a hase, tem o nome de tronco.. ou

de pyramide conica truncada.

259. O corpo terminado por dous circulos eguaes
e parallelos e por uma superficie, na qual todas as

rectas tiradas da circumferencia de um dos circulas

para a do outro são parallelas entre si, chama-se

cylindro. Fig. 130, e 131. As rectas dizem-se lados;
.e os circulos bases.

A perpendicular tirada de uma das bases sobre o

plano da outra base .. chama-se altura: e a recta que
-passa pelos centros das base's, eixo.

O cylindro é recto, quando o eixo é perpendi
cular á base. Fig .. 130. E obliquo, no caso contra

rio. Hg. 131.
. O cylindro reeia pode considerar-se gerado pela
revolução inteira de um rectangulo ABC'C (fig. 130) ao

redor de um dos lados CC'., que se suppõe immovel.

'260. Cylindros similhantes são os que tem eixos

proporoionaes aos diametros das bases, e egualmente
inclinados a estas.

�
:261. O corpo terminado por uma unica superficie ,
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a qual tem todos os seus pontos equidistantes de

outro ponto, chama-se sphera,
Esse ponto se diz centro. As rectas tiradas delle

para a superficie , raios. É a que passa pelo cen>

tro , e termina de uma e outra parte na superfici e,

diametro:

Tambem a sphera pode considerar-se gerada pela
revolução inteira de um semi-circulo CADB (fig. 132)
ao redor do diametro AB, que se suppõe immovel.
Este diametro chama-se eixo.

262. TUEOR. Toda a secção feita em qualquer
sphera por um plano, é circulo: e o maximo é ° for
mado pelo plano, que passa pelo centro da sphera,

Demonstr. Com effeito os raios, que vão a todos
os pontos do contorno da secção, desviam-se egual
mente da perpendicular tirada do centro da sphe
ra sobre o plano da mesma secção (209). Logo
esta perpendicular eae em um ponto equidistante
de todos os pontos do dicto contorno. Logo é

circulo (18).
A segunda parte é evidente.
263. A porção da sphera , que é cortada por

um plano, chama-se segmento spherico. O circulo,
que resulta da secção desse plano (262), diz-se
base: e a parte do diametro, que termina no centro

da
.

base e na superfície convexa do segmento,
altura.

O segmento spherico pode considerar-se gerado
pela revolução inteira do serui-segmento de cir-
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culo DAF (fig. 132) ao redor da porção AF do'

diametro AB, que se suppõe immoveI.

A superficie , que um arco AD descreve neste mo

vimento, tem o nome de zona.

264. Sector spherico é a porção da sphera , termi

nada pela superficíe convexa de um segmento sphe
rico, e pela da pyramide conica recta, que tem o vertice

no centro da sphera, e por base a do segmento.
O sector spherico pode considerar-se gerado pela re

volução inteira de um sector de circulo CAD (fig. 132)
ao redor do raio CA, que se suppõe immovel.

265. TUEOR. O plano, que toca a superflcie de

uma sphera , e não a corta, prolongado que seja ..

so a toca em um ponto. (E diz-se plano tangente).

Demonstr. Si é possivel , toque um plano em

clous pontos a superfície de uma sphera , sem que
a corte, prolongado que seja. Imaginem-se raios

tirados
.

a esses dous pontos. Qualquer delles será

maior do que il perpendicular abaixada do centro

cla sphera sobre o dicto plano (21 I). Logo este

terá um ponto dentro da sphera ; e por conse

guinte a cortará: o que é contra a hypothese.
Logo &c.

266. Corell. A menor recta, que do centro de
uma sphera se pode tirar para um plano fangènte,
é o raio que vae ao ponto do contacto. Por con

seguinte o dicto plano será perpendicular a esse

raio (2 I I): e por isso o unico tangente nesse

ponto ( 2 I 3).
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26')- PROBL. Dada uma sphera, achar 6 seu dia
metro.

Seja (fig. 133) a sphera ABOEF.
Soluço Tome-se nella qualquer ponto A; e por

meio de um compasso curvo, fazendo centro em

A, descreva-se com qualquer abertura AD o circulo

menor OFEG. Na circumferencia deste marque-se
qualquer 'ponto O, e com intervallos eguaes para
uma e outra parte os pontos F, G. Com as cordas
DF, DG, FG, tomadas entre as pontas do com

passo, construa-se á parte o triangulo isosceles" FDG,
de cujo vertice D se abaixe sobre a base FG a

perpendicular indefinida DE: e" de um dos pontos
F ,ou G, por ex. F, levante-se sobre DF a perpen
dicular FE. Será DE=diametro do circulo menor,

que ternos descripto (98). Com DE, e as cordas

AD.. AE eguaes, construa-se outro triangule isosce

les A'D'E'. De A' abaixe-se sobre a hase D'E'
a perpendicular indefinida A'B'; e de D'sobre
A'D' levante-se a perpendicular D'B'. Digo que A'B'

é = diametro da sphera dada.

-�-

Dos casos de egualdade dos tetraedres.

268. TI-IEOR. Dous tetraedres são eguaes .. quando
tem duas faces respectiuamente eguaes, e similhante
mente dispostas, e egual o angulo diedro formado
1JOr essas duas faces.

\
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Sejam (fig. 121) os tetraedres DABC, dabë I e

sejam eguaes as faces ADB e adb; ADC e ade; e

similhantemente dispostas; e o angulo diedro eDAB

=angulo diedro cdab. Digo que 0 tetraedro DABe
é egual ao tetraedro dabc.

Demonstr. Applique-se o ponto d da aresta ad sobre

o ponto D da aresta AD; e coma os angulos die
dros cdab, eDAB são eguaes (hyp.), ajuste-se um

com o outro. As faces adb e ADE, ade e ADC,
coincidirão por conseguinte, e pois são eguaes (hyp.),
se ajustarão tambem entre si: e por tanto o ponto
a cairá em A; o ponto b em B; e o ponto c em e.

Logo a face abc tambem se ajustará com a face ABC;
c a face cdb com a face CDB; e os tetraedres se

confundirão. Logo elles são eguaes.

269' THEOR. Dous tetraedres são eguaes, quando
tem uma t'ace egual , adjacente a angulos diedros l'e

spectioamente eguaes, e similhantemente dispostos.

Sejam (fig. 121) os tetraedres DABC, dabc: e seja
a face ADE egual á face adb; e eguaes os angulos
diedros eDAB e cdab; eDBA e cdba; CBAD e cbad; e

- similhantemente dispostos. Digo que o tetraedro DABe
é egual ao tetraedro dabc.

Demonstr. Ponha-se a face adb sobre a face ADE:

e como são eguaes (hyp.), ajuste-se uma com a

outra. Pela egualdade clos angulos diedros cujas
arestas são ad, AD (hyp. ), a face cda assentará

sobre o plano da face eDA; e por conseguinte o

ponto c se achará neste plano. Da mesma sorte por



- 127-

'serem egnaes os angulos diedros, cujas arestas são

db, DB (hyp.), a face cdb assentará sobre o plano
da face CDB; e o ponto c por conseguinte se achará

neste plano. Finalmente pela egualdade dos angulos
diedros cujas arestas sâo ab s AB (hyp.), a face abc
assentará sobre o plano da face ABC; e por con

seguinte o ponto c' se achará tambe� neste plano.
Logo elle, devendo estar tanto no plano da face

CDA, 'como no da face CDB s como no da face ABC,
ha de necessariamente coincidir com o ponto C da

intersecção: e por tanto todas as faces do tetrae

dro'dabc se ajustarão exactamente com todas as faces
do tetraedro DABC, e os tetraedros se confundirão.

Logo elles são eguaes.

270. THEOR. Dous tetraedros são eguaes , quando
tem tres faces respectioamente eguaes, e similhante

mente dispostas.

Sej am '(fig. 121) OS tetraedres DABC, dabc: e

sej am eguaes as faces ADB e adb ; ADC' e adc;
CDB e cdb ; e similhantemente dispostas. Digo que o

tetraedro DABC é egual ao tetraedro dabc.
Demonstr, Os angulos triedros D, d são formados

par angulos rectilineos respectivamente eguaes e si

milhantemente dispostos, por serem as' faces de um

respectivamente eguaes ás faces do outro e similhan
temente dispostas (hyp.). Logo o angulo triedro D é

egual ao angulo triedro d (247)' Ajuste-se pois um

com o outro, pondo, por ex., o segundo sobre o

primeiro. O ponto a cairá em A; o ponto b em B; e
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o ponto e em C. Logo tambem a face abc se ajus-,
tará com a face ABC, e os tetraedros se confundi
rão. Logo elles são eguaes.

271. TJÍEOR. Dous prismas, ou duas pyramides,
são eguaes, quando tem tres faces de um angulo trie

dro respectiuamente eguaes, e similhantemente dispostas.

Sejam (fig. 13f[) os prismas AH, ah: e sejam as

tres faces AL, EI, ABCDE, que formam o angulo
triedro E, respectivamente eguaes ás tres faces al,
ei, abcde, que formam o angulo triedro �; e 'simi

lhantemente dispostas. Digo, que o prisma AlI é

egual ao prisma ah.
Detnonstr. Os angulos triedros E, e, são eguaes

(247)' Por conseguinte pondo um sobre o outro, as

faces eguaes AL e al, EI e ei, ABCDE e abcde se

ajustarão perfeitamente entre si: e logo a aresta DI
cairá inteiramente sobre di, e DC sobre de. Mas então

os· angulos IDC, ide, tam bern se ajustam entre si:

logo IDC=idc. Mas as arestas DI, DC com o an

gulo IDC determinam o parallelogrammo DlI, e as

arestas di, de com o angulo ide o parallelogrammo
dh , como faces lateraes que são de prismas: logo
-estes parallelogrammos tambem se hão, de ajustar
entre si. Dó mesmo modo se mostrará que todos
.os outros parallelogrammos du prisma AlI se

.ajustarão com os do prisma ah; e conseguinte
mente o polygono FGIlIL com o polygono fghil.
Logo &c.

Quanto ás pyramides, domonstra-se do mesmo modo.
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Dos casos' de similhança dos tetraedres.

272. THEon. Dous tetraedres são similhantes, quan.
do tem duas faces respectioamente similhantes , e si

mllhnntemente dispostas; e egual o_angulo diedro for
mado por essas duas faces.

Sejam (fig. 13.5) os tetraedl:os DABC, dabc : e

sejam similhantes as faces ADB e adb; ADC e ade;
e similhantemente dispostas; e o angule diedro CDAR

=angulo diedro cdab. Digo que o tetraedro DABC
é similhante ao tetraedro dabc.

'

Demonstr, Tome-se na aresta DA. homologa a da

a parte Da=da: e pelo ponte a da primeira con

duzindo um plano parallelo á base ABC (239) , cor

te-se o tetraedro Dabc , que será similhante ao total

DABC (249)' Por ser Da=da (constr.), e os angulos
aDb'=adb,' e Dab=dab, pela similhança das faces

(hyp.) , os triangulos aDb, adb são eguaes entre si

(105): e do mesmo modo se demonstra 'a egualdade
dos outros dous aDe, ade. Mas o angulo .diedro CDAR
é == angulo diedro cdab (hyp.): logo os tetraedres

Dabc, dabc são eguaes (268): e por conseguinte o

total DABG, similhante a Dabc , é tambem si.:nilhante

a dabc,

273. THEOR. Dous tetraedres são similhantes, quan
do tem uma face similhante , adjacente a angulos die

dros respectiuamente eguaes� e similhantemente dispostos •

. Sejam (fig. � 35) os tetraedres DA.BC, dobe: e

Il
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sela a face ADB similhante á face adb; e eguaes os

angulos diedros CDAB e edab; CDBA e cdba ;

CRAD e cbad; e similhantemente dispostos. Digo que
o tetraedro DABC é similhante ao tetraedro dabc.

_
Demonstr. Corte-se, corno. na demonstração pre-.

cedente, o tetraedro Dabc similhante ao total DABé ..

Concluir-se-ha do mesmo modo ser o triangulo aDb

egual ao triangulo adb . Ora estes dous triangulos estão

adjacentes a angulos diedros respectivamente eguaes,
e similhantemente dispostos.· Logo os tetraedres Dabe,
dabc �são eguaes (269): e por conseguinte o total

DABC, similhante a Dobc , é tambem similhante a dabc.

_ 274. THEOR. DOllS' tetraedros são similhantes ,

quando lem tres [aces respectioamente similhantes , e

similhantemonte dispostas.

Sejam (fig. 135) os tetraedres DABC, dabc: e sejam
similhantes as faces ADB e adb; ADC e ade; CDR"
e edb; e similhantemente dispostas. Digo que o tetrae

dro DABC é similhante ao tetraedro dabe.

Demonstr. Observando ainda a mesma construcção ,

e dernonstrando-se da mesma maneira a egualdade
das faces aDb e adb; aDe e ade; eDb e cdb ; os'

tetraedres Dcbc , dabc são eguaes (270): e por con

seguinte o total DABC, similhante a Dabc , é tam

bem similhante a. dabe ..

I

275. TnE:JR. Si -dous polyedros forem slmilhan-

t;s; dividir-se-j�ão em egual numero de tetraedros re

spectioamente -similhantes , e simillUl!Üemcnte' il ispostos.
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Sejam ( fig. 136) os polyedros similhanles

ABCDEFGHI, abcdefghi ; e as' faces homologas
AG e ag, GC e {Je, CDII e edit, Ell e eh,

HF e ef', AllCnE e abcde , FGllI e fghi. Digo
que os dous polyedros se dividirão em egual nu

mero de tetraedros respectivamente sirrÍilhantes,. e

similhantemente dispostos.
Demonstr. Dividam-se quaesquer duas faces ho

mologas ABCDE', ahcde, em egual numero de trian

gulos respectivamente : similhantes , a saber: ABE e

abe, BEC e bec, CEn e cedo Tirem-se dos' verti":
ces de dous angulos polyedros homologos F, l as

rectas FE, yb, FE, fe', pára os extremos corres
pondentes (las linhas homologas BE, he. Os pla-·
nos' FBE, (bé separarão dous tetraedros FARB,
fabe similhantes entre si' (27[�); por serem as fa

ces FAB, FAE, BAE respectivamente sirnilhante s

ás faces fab, fae, bae, e similhantem entè dispostas.
Isto posto; mostremos, que separados os do us tetra

edros, são ainda similhantes os polye dros' residuos.
Com e {feito, 'por serem similhantes os tetraedros,
serão similhantes as secções FBE, {be, e simi

lhantemente dispostas: e serão eguaes os angu
los triedros homologos em F e r; em E e e, em

B e h. Üra tambem pela 'similhança dos polyedros
totaes são eguaes' os angulos polyedros homologos
em F e (" em E e e, em B e b: logo tirados

destes angulos aquelles dos tetraedros , serão eguaes
os residuos em F e f, em E e e, em B e b. Mas
todas as outras faces, e angulos polyèdres do's polye
dros residuos são em tudo 'como pertencentes tam-
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bem aos polyedros totaes. togo os p olyèdros
residuos são similhantes. (249)' E pois nestes

s.e pode' sepgrar do mesmo modo outros dous

tetraedres similhantes, e assim nos seguintes:
logo &c.

276. Schol. Convem observar nos polyedros si

milhantes:
1.

o Que os vertices dos angulos polyeclros homo

logos são pontos similhantemente dispostos nos (li

ctos polyedros .. l'or que, par ex., da similhança
dos triangulos FAB; [ab, se segue, que os_p-.onto$
F, A, B, r, a; b estão similhantemente dispostosj
nos planos, em que estão situados: e como estes

mesmos planos estão similhantemente dispostos nos

dictos polyeclros, e, egualmente inclinados uns' a

respeito dos outros; lambem os dictos pontos·F;
A, B, r,' a , h estarão similhan temente dispostos
nos mesmos polyeclros.

2.
o Que as arestas homologas, as diagonaes ho

mologas das faces similhantes, e as interiores dos

dictos polyedros, isto é, as que são tiradas de ver

lices de angulos polyedros homologos para vertices

de aQgulos polyedros homologos, como tambem as

perpendiculares abaixadas de pontos homologos S(H

hre faces hornologas , por ex. HL" hl, são linhas

proporcionaes entre si. Com effeito por serem re

spectivamente -similhantes, e .similhantemente dispos
tas as faces, dos polyedros simllhantes ,

e· estas se

dividirem em triangules tam bern respectivarnente
similhantes ; será AF : af »: FB : {h,:: BE: be :: BC:
be :: CH : eh :'! HL: hl :: &c.
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Dos' polyedros inscriptos, e circumscriptos
aos cylindros, às pyramides conicas,

e il sphera,

277' Inscrevendo em cada uma das hases de um

cylindro, ou circumscrevendo-lhes , um polygono re

gular do mesmo numero de lados, os quaes sejam
respectivamente parallelos ; e depois tirando rectas dos

vertices dos angulos do polygono superior para os

vertices dos angulos oorrespondentes do polygono
inferior; ficará inscripto no cylindro, ou circumscri

pto, um prisma ; como é facil ver.

278. Jns'crevendo ha base de uma pyramide co

nica, . ou circumscrevendo-lhe , um polygono regu
lar; e depois tirando rectas do vertice' della paí-á os

vertices dos angulos do polygono; ficará inscripta na

pyramide conica, ou 'c�rcumscripta,: unía pyramide;
a qual será regular, si a pyramide conica for recta.

N. B. Os apothemas das pyramides regulares
circumscriptas ás pyramides conicas rectas "são la-:

dos das mesmas pyramides .conicas rectas.

279, Inscrevendo no circulo maximo de uma

spherà, .ou circumscrevendo-lhe, um polygono regular
de.numero de lados multíplice ele 4; e fazendo depois
o serui-polygono uma revolução' inteira ao redor do
seu diametro, considerado immovel; ficará inseri

pto na sphera, ou circumscripto, um corpo composto
de tantas' pyramides conicas reclas, quantos forem

os lados do semi-polygono , a saber: a ;prÎnieira
e a ultima inteiras, e' as mais truncadas, Então,
si em cada uma das do, inscripto se inscreverem,
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e a cada uma das do circumscripto "se circumscre
verem pyramides regulares do mesmo" numero de \

faces, cujos lados das bases sejam respectivamente
parallelos .. resultará um polyedro inscripto na sphe
l'a, ou circumscripto , composto tambem de .o.utras
tantas pyramides regulares; a primeira e a ultima

inteiras, e as mais truncadas. l�ig. I ��. í.

N. B.· Convem observar,' que essas faèes são

tl'Ïangulos " Oe· trapezios ,

.

os quaes no polyedro cir-r

cumscripto tem ,por altura um lado do pO]ygOfi0
circum-voluto.

280. THEOR. A somnia das áreas de quaesquer
duas faces lateraes de. um prisma triangular e maior

do que a da terceira.

Seja (fig. 137) o prisma triangular: ADEB: Digo
que a somma das áreas de quaesquer duas faces Ia-

teraes, por ex. AD+DE>AF.· '\

Demonstr. Por qualquer ponto b de uma aresta

AB conduza-se o plano bdf përpendicular a AB (216).
Este será tam bern perpendicular ás arestas CD, EF,
como parallelàs a AB (218). Ora a secção bd des

te plano com o plano AD é a altura do parallelo
grammo AD; por ser bel perpendicular a AB:' e do

mesmo modo se mostra ser df a altura -do parallelo
grammo ]JE, e b] a do parallelogrammo AF. Logo
teremos a somma das áreas AD+DE-:-ABXM+
DC X df (182) AB X (hd+elf); por ser',AB':__DC:
e será a área de AF=AB X b]. Mas é bd +. ilt> bf:

'logo tarnbem AB X (bd +df) > AB X br . Logo &c.
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281. : Corell. Segue-se pois: que ii medida que 5�

duplica o num�ro dos lados das Lases de um pris
ma inscripto em um cylindro, se augmentam as áreas

dos :

novos prismas., que se forem inscrevendo so

bre esses lados: entretanto 'que duplicando o nu

méro. dos lados das bases, do prisma circumscripto ,

as áreas dos ciroumscriptos , 'que .resultarern , vão

€l{minuindo.

-
. 282. THEon .. A superficie convexa do cylindro é

sempre maior do que a do prisma inscripto, e me

nor do que a do .circumscripto,
"

•

Seja (fig.• 138) o cylindro, que tem por base
o circulo ABC: e o prisma inscripto, o que tem

por base o polygono, de que é lado AB. Denote
C a superíicie convexa do cylindro, e P a do pris-
ma.' ,Digo que C>,P.

"' .

"Demonstr. Si não ·é C -:», será C < ou = P. Seja
C < P; e marque � a differença. Será C +�

.

P:

Duplique-se o numero dos lados da 'base do pris
ma,

.. até resultar outro polygono AaB &c.; cu

jos lados formem com' a 'circumferericia da base do
cylindro , segmentos taes, que a somma das áreas

destes, .

qlle represento por s,' isto é, a differença
entre a área do circulo e' a desse 'polygono, seja
< z. � ('99)' Inscreva-se sobre o dicto polygono·
outro prisma; e denote P' a sua superfície late
ral. A porção 'da superficie convexa do cylindro,
terminada nas linhas DA, da, e accrescentada dos

segmentos Ja,' Dd., 'será maior do (Íue a do pa-
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rallelogrammo Ad, face do prisma PI (14): e as

sim. das outras. ror conseguinte toda a superficie
convexa do cylindro, accrescentada desses segmentos
em ambas as bases, será tambem maior do que a

do mesmo prisma PI; isto é, C+2S>P'. OraPI>P

(281) , e supposemos C +o'=P: logo com maior

razão C+ 2S > C +0'; isto é, s > i d': o que não po
de ser, pois se fez s < 1- ã, Logo C não < P; nem
tam pouco = P; por que então, por ser PI> P ,
seria C < P I : o que não lem logar, como acaba-
mos de ver. Logo C> P.

.

Seja agora o prisma circumscrîpto ao cylindro; e

represente-se este (fig. 104*) pelo circulo da sua

base CDGD; e aquelle pelo polygono, de que é
meio lado DF. Denote' Lambem C a superfície con

vexa do cylindro, e P a do prisma. Digo que
C<P.

Demonstr, Si não é C <P; será C> ou=P. Seja
C> P,; e marque d' a differença. Será C=P+O'. Dupli
ql1e-se o numero dos lados da base do prisma, até
resultar outro polygono, cujos meios lados contiguos,
por ex. DH, GH, formem com a circumferencia
da base do cylindro os mixtilineos, como DHGoD,
taes que a somma das áreas destes � que represento
por $" isto é, a differença entre a área desse poly
gono e a do circulo, sej a < i d'. Circumscreva-se
sobre o dicto polygono outro prisma, e denote PI a

sua superficie lateral. A superlicie das duas meias
faces contiguas deste prisma, que represento pelos
seus meios lados DH, GR, accrescentada do triangule
J)GII em cada uma das bases, o qual se compõe do
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m.ixtili,a.eo DllG@J)., 'e, do s'egmen.<lio J),rJGD, será

mæior do <[,.fe a porção cla superfície do eylindro.,
que represento pelo arco DoG, comprehendida \è�l'tl'e

essas meias faces, accrescentada do mesmo segmento
DoG-D em ambas as bases (14).; isto é, DB+ GR

-.1-'2 DllGoD+2.DoGD> ])(i)G+.2DoGD; donde, ti

rar.do -de uma e-oubra parte s DoGD, resl1!llbta Dfl+GIl
+-2 J);HGoD>DoG; lC p,(i)(r cifl1lsegui1lil:te' P'+2S>C.
Mas é P>P' (281); e ,supposemos 'C=iP+cl': :l0g0
cOffi,maiü;r'ra.zão P+2S>Pïl-cl'; 'isto .é

, .s>lcl': o

que não pode ser, pois se fez s < -rrcl'� L0'go'C .não » P:
nem taw pouco=P; :pOT que enëão , por ser PI <:P,
seda .c>.p ': -o 'q'l;l<e não ,tem logar, como acabamos
de ver, Logo C<P .

.285. 'f.fIEOR. A. �!JJper,ficie convexa da pyramide co

nica e «empr« maio«: .do que a da pyra11ftbdte linscripta,
e menor d6J que 'fil da circumscripta.

Seja (fig. IJg) a pyramide coniea , que tem por
base () circulo BCD; e -a IPyramnide inscrépta , a que
tem pOJ.' imas.e .o .polyg\o'fto·, <ile .que ·tf JlardQ BD. De
note C a -superficie coavexa da pyramide conica, e

P a da inscripta. Digo que C> P.
A .demonstraçâo , tanto da inscripta, como da cir

oumscripta , .é a mesma "lue a ·61Q 'Iïheooema preoe
dente, e ainda mais simples, por não .se considerar

mais do que uma base .

.284. THEOR. A <s·upel·(i'Cie da spher« é sempre
maior da que a do ;polyedro inscripto o) e menor do

R
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que .a do circumscripto, O mesmo digo do segmento
spherico a respeito do segmento polyedral , <què lhe

corresponde.

Denionstr.
'

Quanto,
-

á
, sphera; é manifesto, que

tirando um plano pelos pontos, em' que' uma das

pyramides conicas do corpo de revolução inscripto
qu .çircumscripto (279) toca a sphera , terminarão- ,

de Uma -� ,outra parte na circumfereneia da secção
duas superficies , das quaes a exterior é maior do

qu_e .:a =interior (14); e por conseguinte 'a somma

dás primeiras maior 'do que a- somma das se

gundas; isto é, a superficie spherica maior do que
a conica inscripta, e menor do que a circumscripta.
Ora attendendo á formação do polyedro, não é me

nos 'evidente , que passando um plano' pelos lados
do poÎygono circum-voluto; terminam nelles, de uma
e outra parte, duas' superficies, uma pertencente
ao polye.dro, e a outra ao corp0 conico. Logo do

mesmo-modo se 'concluirá, que a superfície do po
lyedro é' maior do' que a conica inscripta, e me

llor- do que a circumscripta ; e por tanto muito maior

do qùe a da sphera inscripta, e menor do que
a da circumscripta.

" •

_. Quãnto ao segmento. spherico , tome-se outro em

tudo egual; e unindo-os pelas bases, discorra-se da
mesma forma.

285. PROHL. Dadas duas spheras concentricas ,

circumscrcoer d menor um polyedro , cujas faces não

€'1lcontrem a supérflcie di maior;
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Sejam (fig. 1[�b) as spheras concentricas represen
tadas pelas circumferencias dos seus circulas maxi

mos C, c, ambos :

no mesmo plano.
SOIUf. Ciroumscreva-se aa circulo c um polygono

regular de numero de lados multíplice dé 4, os qua
es não encontrem a eircumferencia C (164). Gyre
o semi-polygono ao redor' do seu diametro, consi

derado immovel. Ficará circumscripto á sphera c o

coepo composto de pyramides conicas rectas, que
dissemos em o n.

o

279, A estas circumscrevam
se pyramides regulares, cujas bases tenham todas

o mesmo numero de lados' respectivamente paral
lelos ,

e não encontrem as circumferencias dos

circulos, que os planos das dictas bases prolon
gados traçam na superficie da sphera C (262), Fi
cará circumscripto o polyedro pedido.

Do modo de comparar, e avaliar
a area dos corpos.

286. THEon. As dreas de dous polyedros similhan-,
tes estão entre si, como os quadrados de suas ares

tas, ou linhas homologas.

Demonstr, As áreas dos polyedros similhantes corn

poem-se de 'egual numero' de polygonos respecti
vamente similhantes , e similhantemente dispostos
(2LÍg). Logo a área de cada polygono do i ." po
lyedro será p:ua área do polygono correspondente
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:Ft@" .2.h, como' O' q'l!l�dra'dD' <ille una lado. dæqlil!eHe pa�
ra. o quadrado do heæologo d'este (185). Mas Ú!'ll}�
do todos os lados homologos ,

isto Ir, as arestas" e

linhas homologas. dos dous p'€llyedros, al mesmæ }'a

.zWO' ellltec si (2'7,6:, 2'. oJ, tarsbem, devem tell al mes

ma razão os S'eus quadradosc �og@ a áreal de -Gadla'

FOllygono do 1.
° polyedro sellá; palta a área do'

seu, eoerespondente no 2.°, C:O'H1.O o quadradt(t) del

qrmalq,uæu aresta (!)ut Ji nha do &.0 poLy-edvo pa'ra'
e q11l'adl'ado cla linha bomologa do 2.°. Por con

sCCjïlllJencÏæ a, somma €las\ áreas de todos os' polr
gonos: do �.

o polyedro., Î1st0 é, al suæ área � será pan�
a sormnæ das áreas de todos os polygonos. do. 2 •

.0

polyedro f isto é" 3: sua área como e quadrado
de quaLquer aresta ou 1:i'lílha. elo l' •

o

p.ara O q1lia�
drado da linha homologa d,a 2/:'

287' Sc/lOI. Vê-se por tanto: 'que nos polyedros
similhantes basta comparar os quadrados de quaes
quer arestas, ou linhas homologas para saber-se
a relação que' lrá entre as suas áreas. Porém ge
ralmente em qultes'qu.er coupos- é necessario primei
ramente avaliar a área de cada um, e depois com

parar esses varares, referidos. á mesma medi.da.

Ol�a ainda que na segunda Secção fiea dicto o mocd'o'
de avaliar as áreas das figuras planas, e ern gerat'é
esse o meio de avaliar a área de qualquer polyedro,
calculando separadaæente a, de cada uma. das figu
ras planas , que o terminam, e depois somrnamf@l
tOd'0S esses resultados ; cam tudo não J €ille- o mais

expediro em algwas casos, mem applicave} aos corpos
"tci'mi'nados por superficie-s curvas, Temos methodes
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mais pronqp[os; 'como vamos vel' nos Theoremas
seguintes. J

. Advertimos, que nesta avaliação não entram as

á-reas das bases dos c0rpos, que temes de 'COfiSÍ

derar.

288. THEOR. A drea de qualquer prisma avalia

sê, mull:�plicnndo flor uma d'as arestas 0- perimetro
da seeção feita por um plano perpendicular- i dieta

aresta.

Seja (fig. 13'7) e pl'ksmaADEB. Por-qualquer pon
to a de uma aresta AB' conduza-se o- plano 'bdf
perpendicular a AB. Denote L a dicta aresta, P
o perimetro da secção, e A a área do prisma.
Digo flue A=P XL.

'

Demonstr. Collioe-se da demonstração do n," 280:

289. Corail. Avalia-se pois a área ·de um prisma
recte , multíplieando- o perimetro da base- pela altura.

290. T'HEO-R. Â dreæ de qualquer pyramide regu
lar avalia-se, multiplicando a metade do perimetro da

base pelo apothema da pyramide ..

. Seja: (fig. 123) a pyramide regulai' ABCDE. De
Dote A a área, a o apothema, e P o perimetro,
Digo que A=-a- p X a.

, Demonstr, Cerna as faces d'a pyramide regula� são

todas triangulos isosceles, e eguaes (251), e tan�

tos, quantos são os lados da base da mesma py
l'amide; é .evidente , q'tIe para avaliarmos a sua
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área, bastará calcular a de um -desses
...
triangulos ,

e multiplicar depois o resultado pelo numero dos

lados da base. Ora a área de qualquer dos trian

gulos, BAE, é = �- BE X A.P. Logo representando n

o numero dos dictos lados, será a área da. pyra
mide proposta = 2 n. BE X AP; islo é, A = n- p X a.

29 I. THEOR. A drea do tronco de qualquer py
ramide regular avalia-se, multiplicando a semi-somma

dos perimetros das duas hases pela altura de um dos

trapezios faces do tronco: ou tambem multiplicando
por essa altura (.I perimetro da secção feita por um

plano parallela ds dictas bases , tiradà em egual dis

tancia destas.

Denote A área do tronco, a a altura de um dos

trapezios , P o perimetro da base inferior, p o da

superior, e PIada secção feita em egual dis

tancia das dietas bases. Digo que A=
p -; p

X a; ou

P'xa.
.

Demonstra-se, como a cima, recurrendo aos n ,"

187, e 188.

292. THEOR. A drea de qualquer cylindro recto

avalia-se .. multiplicando a circumferencia da hase pelo
lado do cylindro.

Seja (fig. 141) o cylindro recto AE. Denote L
o lado AB, C a circumferencia da base , e A a

área do cylindro. Digo que A=C X L.

Demonstr. Si não é A=CXL; seja CxL O valor
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da' área de outro cylindro recto maior, ou, me

nor' 'do' qu� <o proposto. Seja = área do cylindro
recto maior, d'a' mesma altura , que tem por base
o circulo concentrico C I. Imagine-se circumscripto
ao cylindro proposto um prisma recto, cujas' fa

ces não encontrem a superfície do cylindro C'.

Denote P o
'

perimetro da base desse prisma. Será
a sua área=P X L (289). Ora esta área' é menor

dó que a do cylindro CI; por ser ainda menordo

que a do prisma correspondente inscripto no dicto

cylindro C' (como é facil ver), a qual é me

nor' do que a do. mesmo C' (282): logo será

PxL <CxL; isto é P<C: o que é absurdo (12).
Pois 'seja è X L = área do cylindro recto' menor ,

da mesma altura , que tem por base o circulo C0n

centrico c. Imagine-se circumscripto ao cylindro c

um prisma recto, cujas faces não encontrem a sup�r
ficie do

r

cylindro C. Denote p o perimetro da base
desse prisma. Será a sua' área=p X L. Ora esta área é

maio� do que a do cylindro c: logo será p X L > C

X L; 'islo -é
, p » C : 'o que é absurdo. E pois não

é' CxL=ár�a > ou ,« A:· será-A=CXL.
293. Coroll.· Ás áreas de dous cylindros rectos

similhantes 'estão entre si, como os quadrados- dos

raios d�s suas bases, ou como os dos seus lados ou

eixos. Cóm effeito denotando C e 'c as circumferen
das das respectivas bases, 8. e 7" os raios, L e L

os lados, ou eixos ; como temos C : c :: R : r':: L: l

(260'); e [:,':: l':: R: 1':: L: I; multiplicando or de

nadaníenteestasduas proporções, resulta CXL ': ext
•• R2 : 1'2 ::' L2 : 12',

'
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� �94. TIŒGR,. Adrea - de qualq,uer f}')'ramidè conica;
recta avalia-se" mulüpîicando a metade da circumfe
rencia da base pelo lado da pyramide.

_ Seja '{fig. a!�2) a pyramide conica .recta ABeD.

Denote L o lado AB � C a circumferencia da base,
e, A a área da :[3yramide. Djgo que A = � (J X ·L.

Demonstr: Si não .é A = � C X L:; seja 1 .C X L.o valor
da área de outra pyl�am,ide eonica recta maior, ou

menor do que' a pa'oposta. Seja =.área da pyra-,
mide conica recta maior, -da mesma a,ltura, que
tem pOl' base .o circulo .ccncentrico C'. Imagine-se
circumscripta á pyramide conica C uma pyramide re

gu.lar, cujas faces aão encontrem a superficie .da pyra
mide conica C'. Denote P -o Jpe.rillletro da base dessa

pfr.amide.-Se-rá asw;a,áI'ea=�PxL:(29o,2J8 N.B.).
Ora esta área ·é menor do que a da pyramide co

nica CI,; ·por ser ainda me,nor do que a da 'pyra
mide regular correspondente insccipta !la dicta py
ramide conica C' (como .é facil vêr}, .a qual J me

nor do que a da mesma C' (.283).: logo .será � P
XL< �CXL'; isto é, P<C: 'O -que é absurdo. Pois

seJa -:1 () X L .------: .área ,da ;pyramide conica \l!ecta mencr
,

da mesma altura, que tem por base o circule ·000-

centrico 'c. Imagiae-se .circumscripta .á pyramide co

n.ica c uma' pyllamide �I"egu-Ia.r, cujas faces não en

oontrem a 'SHipenfioie da pynaoaide conica C. Denote

op o perimetro da base dessa pyramide .r�gu1ar, . (il

L .Q apothema. Será a sua .ál'ea.= � p»: I. Ora esta

área é maior -do -que a ,da .pyr,arnide conica ,c: Jogo
será Z p X I > � C X L: o que é .absurdo , PQr 'Ser
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p < C, e l < L (210). E pois não é Z ,C X L = área>
ou < A; será A = � C X L.

2g5. _

Coroll. As áreas de duas pyramides coni

cas rectas similhantes estão entre si, como os qua
drados dos raios das suas bases, ou como QS dos
seus lados, ou eixos. Deduz-se da mesma forma, que
o Corollario precedente, com a unica differença
de se escrever na proporção 1 C : .z c.

2g6. TUEOR. A drea do � tronco de qualquer py
ramide conica recta avalia-se, multipllcando a semi

samma das circumferenciae das duas bases pelo lado
do tronco.

Seja (fig. 143) a pyramide conica recta truncada
Bd. Denote L o lado Bb , C a circumferencia da
base' inferior, c a da superior, e A a área. Digo,
que A =

c t c

X L.

Demonstr. Imagine-se completa a pyramide coni

ca ABD: e no ponto B levante-se sobre AB a per
pendicular BE, que seja egual em comprimento á cir

cumferencia C. Tire-se AE, e pelo ponto b a recta be

parallela a BE. Por ser BE : be :: AB : Ab :: BD: bd

(122); e BD: bd :: C : c; será C : c :: BE : be;
e logo be=c, por ser BE=C. Isto posto, a área
da pyramide ABD é egual á do triangulo ABE; por
ser uma e outra avaliada por � C X :AB (2g4, e 183).
Da mesma sorte a área da, pyramide conica Abd
é egual á do triangulo Abe; por ser uma e outra

avaliada por .z c X Ab. Logo, si da área. da pyrami
de' ABD tirarmos a da pyramide Abd, c da área

fi
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do triangule ASE tirarmos a do triangule Abe, fi
cará a do tronco Bd egual á do trapezio Be. Mas a'

área do trapezio Be é = BEthe X Bb , ou
r t c

X L

é187)' Logo tambem a do tronco A =r+cXL.
c+

2

2g7. Schol. Em Jogar de � podemos substi-
tuir a circumferencía C' da secção feita por um

plano parallelo á base, tirade pelo ponto F meio

do lado Bh: isto é, pode dizer-se, que a área
do tronco de uma pyramide conica recta se ava

lia tambem, multiplicando pelo lado do mesmo

tronco a circumferencia da secção feita em egual
distancia das suas bases. Com elIeito, por ser

C : BD :: c : bd :: C' : FG, será C+c : Blr-i-hd ::

C' : FG; e por conseguinte �=CI, por ser BD-;"d
= FG (188).

2g8. THEon. A drea do polyedro clrcumscripto d

sphera (279) avalia-se, multiplicando a samma dos

perimetros das bases das pyramides regulares, de

que elle se compõe s por um dos lados do polygono
circum-uoluto.

Seja (Hg. 144) ACD &c. o polygono circum-vo
luto. Denote L qualquer lado AC, A a área do po
Iyedro, e p � p' ,p" os perimetros das bases das

pyramides regulares, de que elle se compõe, e que
para mais simplicidade se representam somente por
uma face cada uma, Apm , mpt , m'p", Bpí îm'! ,

Digo que A = (p+pl+p") X L.
. Demonstr. Com effeito a área da pyramide regu
lar, de que é face o triangulo Apm , tem por ex-
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pressão 1 p x L (290): a área da truncada, de que é
face o trapezio mp! , lem por expressão 2- (p+p') x L

(291): a área da outra tam bem truncada, de que é face
o trapezio ni'p", tem por expressão -k (p! +pli) X L: e

finalmente a da pyramide regular, de que é face o

triangulo Bp' 'm", tem por expressão 1 p" X L. Logo
sommando todos esses resultados, teremos o valor
cla área do polyedro; isto é, A=(p+p'+p")XL.

299, Sc/lOI. 1.
o Convem ao fim, que nos pro

pomos, que os polygonos bases dessas pyramides,
e o circum-voluto sejam todos do mesmo numero

de lados, o que é sempre possivel: e então em logar
da expressão geral (p+p'+p"+&.) xL substituire
mos o producto do perimetro do polygono circum
voluto (que denotaremos por P) multiplicado pelo
seu diametro; isto é, pode dizer-se, que a área
do polyedro se avalia tambem, multiplicando o pe
rimetro do polygono circum-voluto pelo diametro
do mesmo polygono. Com effeito:

Seja (fig. 145) o polygono mencionado ACDE &c.
,

cujo diametro é AB. Tirem-se as rectas BC , CM,
MD , Df( , KE, &c. Serão similhantes os triangules
ABC, ACN, NMO, ODP, Pf(Q, &c.; por serem re

ctangulos em C, N, P, &c., e serem eguaes os angu
los ABC, ACN. NMO, ODP, PKQ, &c. (51, 97).
Logo será BC: AC :: CN : AN :: MN: NO:: Dp
: OP :: KP: PQ :: &c.; e por conseguinte BC
:AC:: CN +MN +DP+ [(P + &c.: AN +NO+
OP+PQ+&c.; isto é, BC:AC:: CM+DI(+&c. :AB;
ou BC : CM+D[(+&c. :: AC : AB. Mas por ser

BC egual ao diametro do circulo inscripto no po.
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metros . dos circulos inscriptos nos respectivos po

lygonos p, p', p" &c., os quaes todos são simi
lhantes entre si, como regulares do mesmo numero

de lados (constr.); é P: BC:: p: CM :: pI: DK.:

p" : EL :: &c.; ou P : p+p'+p"+ &c. :: BC: CM

+DK + EL+&c. Logo tamLem P : p+p'+
p"+&C. :: AC: AB; donde, denotando L o lado

AC, se tira (p+p'+p"+&c.) xL=PxAB.
300. Sc/lOI. 2.· Com este mesmo discurso se

mostrará, que a área de uma porção, ou segmen
to polyedral ACDKMA tem por expressão P X AP ;
isto é, o perimetro do polygono circum-voluto mul

tiplicado pela altura do segmento.

301. THEOR. A drea de qualquer sphera avalia

se , multiplicando a circumferencia de um dos seus

circulas maximos pelo diametro,

Seja (fig. 146) a sphera representada pela Cll'

cumferencia C de um dos seus circulos maximos.
Denote D o diametro, e A a área. Digo que
A=CxD.

Demonstr, Si não é A =CXD; seja CXD o va

lor da área de outra sphera maior, ou menor do

que a proposta. -Seja = área cla sphera maior con

centrica , representada pela circumferencia C' de
um dos seus circulos maximos. Imagine-se circum

scripto á sphera proposta um polyedro , cujas faces.
não encontrem a superficie da sphera C' , do modo

que deixamos dicto em os n.·' 285, 2�g. Denote P
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o perimetro do polygono circum-voluto, e D' o seti

diametro. Será a área do polyedro = P X D' (299).
Ora esta área é metior do que a da sphéra cr;
por ser ainda menor do que a do polyedro corres

pondente inscripto na sphera C' (como é facil

ver), a qual é menor do que a da mesma C' (284):
logo será P X D' < C xD: o que é absurdo, por ser

D'>D, e P>C. Fois seja CXD=área da sphera
menor concentrica , representada pela circumferen

cia c de um dos seus circulos maximos. Imagine
se circumscripto do mesmo modo á sphera c um

polyedro , cujas faces não encontrem a superficie
da sphera C. Denote p o perimetro do polygono
circum-voluto, e d o seu diametro. Será a área do

polyedro = p X d. Ora esta área é maior do que a

da sphera c: logo será p X d > C X D: o que é ab

surdo, por ser d < D , e p < C. E pois não é C X D

=área> ou <A; será A=CxD.
302. Coroll. I.

o E' pois a área da sphera qua
drupla da do seu circulo maximo (190); e egual á

convexa do cylindro circumscripto (lig. 147) (292).
303. Coroll. 2.

o As áreas de duas spheras estão

entre si, como os quadrados dos seus raios. Con

clue-se, como em o n ," 293.

304. THEon. A drea de qualquer segmento spheri
co avalia-se, multiplicando a circumfcrencla de um

dos circulos maximos da respectiua sphera pela altura
do segmento.

Seja {fig. 161) o segmento spherico EAF, (fUe lem

t ,
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por altura AR, e pertence á sphera, cujo raio é
CA. Denote C a circumferencia de um dos seus

circulos maximos, e A a área do segmento. Digo
que A = CXAR.

Demonstr, Si não é A =Cx AR; seja C»; AR o

valor da área de outro segmento spherico maior,
ou menor do que o proposto, Seja = área do

segmento spherico maior LlVIN, que tem por al

tura MR, e pertence á sphera concentrica, cujo raio é

CM. Imagine-se circumscripto á sphera, de que é se

gmento o proposto EAF, urn polyedro, cujas faces não,

encontrem a superficie da outra sphera (285, 299);
c de modo que um dos lados do polygono circum

voluto termine em um ponto o entre EL e DL;
o que sempre é possível. DenoLe P o perimetro
desse polygono. Teremos o segmento polyedral de

altura ar, cuja área é = P X ar (300). Ora esta área

é menor do que a do segmento spherico LMN;

por ser ainda menor do que a do segmento ,polye
dral correspondente inscripto no segmento sphe
rico Il�lI(, a qual é menor do que a do mesmo

IMK (28!�), e com maior razão, menor do que a

do segmento spherioo LM N: logo será P X ar

< C X AR: o que é absurdo, por ser P> C � e ar

> AR. Pois seja = área de um segmento sphe
rico menor: e para não complicarmos a flgura, tome

mos agora pelo segmento proposto o segmento sphe
rico'LM.N; e denote C' a circumferencia de um dos

circulos maximos cla sphera respectiva : e seja, si·é

possivel , C' X M R = área do segmento mener EAF,
pertencente á sphera concentrica, cujo raio é CA.
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Conservadas as mesmas denotações , temos que a

área do segmento pclvedral de altura ar é = P X ar.

Ora esta área é maior do que a elo segmento sphe
rico EAF; por ser ainda maior do que a elo se

gmento de altura Ar, a qual é maior do que a elo

dicto EAF: Jogo será P X ar > C' X MR : o que é

absurdo, por ser P<C', e ar<MR; por quanto,
concebendo as cordas I111, oa, os triangulos simi

lhantes IMP, oar dão INI: oa :: MP : ar; don

de, por ser 1M> oa, é MP> ar; e por conseguinte
MR muito maior do que ar. Logo &c.

Quanto ao segmento spherico EEF maior do que
um hemispherio; teremos tambem C X ER por ex

pressão da sua área: por que, como ella é a diffe

rença entre a área da sphera e a do segmento
menor EAF, será o seu valor = C X AB - C X AR
= CXBR.·

Dos parallelipipedos, e tetraedres.

305. THEoR. Si dous parallelipipedos tiverem· a

mesma base e a mesma altura, ou bases eguaes e al

turas eguacs ; terão »olumes eguaes.

Dous casos cõmprehencle este Theorema.
1.0 Sejam (fig. 148) os parallelipipedos BCRE-,

BIHM, construidos sobre a mesma base AEHG, e

terminados pelo mesmo plano DE parallelo a esta;
sendo tambem communs a ambos elles os planos
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lateraes oppostos AE, BF. Digo que os dous paral
lelipipedos tem volumes eguaes.

Demonstr. Por serem os parallelogrammos CB,
CL, e o triangulo ACI, que formam o angulo trie

dro C, e os paralldogrammos EH, EN, e o trian

gulo GEM, que formam o angulo triedro E, respe
ctivamente eguaes, e similhantemente dispostos; se

rão eguaes os prismas triangulares AL, GN (271). Ora
# o volume do polyedro BCHM compõe-se do volume

do prisma triangular GN mais' do volume do paral
lelipipedo BCHE; ou do volume do prisma triangular
AL mais do volume do parallelipipedo BlHM. Logo
como os volumes dos prismas triangulares são e.guaes,
serão necessariamente eguaes os dos parallelipipedos.

2.
o Sejam agora (fig. 149) os parallelipipedos BCHE,

BOHQ, construidos sobre a mesma base ABHG,
e terminados pelo mesmo plano DQ parallelo a es

ta; não lhes sendo communs os planos lateraes op
postos. Digo tambem, que estes dous parallelipi
pedos tem volumes eguaes.

Demonstr, Prolongadas as rectas OP, QR cor

tarão a DF em L eN, e a CE em I e M.
Tirem-se as rectas AI, BL, GM, HN. Ficará for
mado o parallelipipedo BIElM; por serem os pla
nos oppostos parallelogrammos eguaes e parallelos,
Ora este parallelipipedo tem volume egual ao de
cada um dos dous propostos (1. O). Logo tambem
estes terão volumes eguaes.

306. CurolL. 1.
o Dividin do pois (fig. 150) a base

·ABlIG de qualquer parallelipipedo rectangulo AF,
em quantos rectangnlos eguaes quizermos, por ex.
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BN _, LY, &c.; e tirando pelas rectas dessas divi- -,

sões : planos perpendiculares á dieta base, como

LM,
.

ZX, &e ; o parallelipipedo proposto ficará tam-

bem dividido em outros tantos parallelipipedos re

ctangulos, eguaes entre si. E concluir-se-ha, diseur

rendo, como em o n.
o 1)6, que o parallelipipedo

rectangulo AF é para a base A BHG _, como qual-
quer numero daquellas partes de AF para o mesmo

numero destas de ABHG.

30). Coroll, 2.0 Dous parallelipipe dos da mesma

ou egual altura, construidos sobre parallelogrammos
equivalentes, tem volumes eguaes. Com effeito imagi
nando dous parallelipipedos construidos com egual
altura sobre os parallelogrammos BF_, BN (fig. 151),
e sobre cada um dos mesmos parallelogrammos con

struindo um parallelipipedo recto da altura daquelles;
a saber, sobre a base BF o parallelipipedo recto BE,
e .sobre. a base RN o parallelipipedo recto BM; es

tes dous parallelipipedos rectos terão volumes respe
ctivamente eguaes aos dos outros dous. Ora estes

mesmos parallelipipedos rectos tem volumes eguaes ,

como tendo a mesma base BG e a mesma altura:

logo &c .

. 308. TUEOR. O plano , que se tirar pelas diago
naes de duas faces oppostas de um parallelipipedo _,

diuidilo-ha em dous prismas triangulares. de egual
volume.

. Seja (fig. 152) o parallelipipedo recto BE; ou

(fig. 153) obliquo. Tire-se um plano em qualquer
T
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clelles pelas diagonaes CG, DIi de duas faces op
postas. Digo que dividirá o parallelipipedo BE em

dous prismas triangulares ACGBDIl, CGEDIlF, de
, egual volume.

Demonstr. Que o divide em do us prismas trian

gulares, é sem duvida; por quanto as rectas Cp, GH

parallelas, e eguaes a AB" são egnaes, e parallelas
entre si (220): por tanto estando no mesmo plano
com as diagonaes CG, DH, formarão o parallelogram
mo commum GDIlG. Ora é manifesto, que as outras

duas faces em cada um dos dictos prismas são pa
rallelogrammos, e as bases triangulos. Logo &c. Res

ta pois so mostrar, que os dictos dous prismas tem

volumes eguaes.
•

Si se considera o parallelipipedo recto BE (fig. 152) ..

conclue-se qüe os dous prismas triangulares são

eguaes; par quanto os parallelogrammos AD, All,
e o triangulo GAG, que formam o angulo triedro A,
e os parallelogrammos Ell, ED, e o triangulo GEG,
que formam o angulo triedro E" são respectiva
mente eguaes, e similhantemente dispostos (271).
Considerando porém o parallelipipedo obliquo BE

(fig. 153), então se demonstrára da maneira seguinte.
Pelos pontos A, B da aresta AB do prisma trian

gular AGGBDIl conduzam-se perpendicularmente a

ella os planos AIM, BLN: e continuando as arestas

CD" GH, até encontrarem este ultimo plano nos

pontos L, N, tirem-se as rectas BL, LN, BN. Tere
mos a pyramide AGGMI egual á pyramide BDHNL;
por serem as faces da primeira AGe, AGI � IèGM _,

que
. formam o angulo triedro C.. respectivamente
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eguaes ás faces da segunda BDIl , BDL, LDlIN,
que formam o angulo triedro D, e similhan
temente dispostas (27 I). Ora o volume do po
lyedro ACGBLN compõe-se do volume da pyra
mide BDHNL mais do volume do prisma triangu
lar obliquo ACGBDH; ou do volume da pyramide
ACGMI mais do volume do prisma triangular
recto AIMBLN. Logo, como as pyramides são

eguaes, será o volume do prisma triangular obliquo
egual ao do recto. Mas o prisma triangular recto

é metade do parallelipipedo recto, que tem a mes

ma altura AB, e por base o parallelogrammo AIOM,
como primeiro se demonstrou. Logo tambem o vo

lume do prisma triangular obliquo ACGBDlI será

metade do volume do mesmo parallelipipedo recto.

Mas este parallelipipedo recto é egual em volume ao

obliquo BE, como tendo as bases equivalentes ABLI,
ABDC, e a mesma altura: (307)' Logo tambem o

volume do prisma triangular obliquo ACGBDII é
metade do volume do parallelipipedo obliquo BE.

Logo &c.

309. Coroll. Desta proposição, e da precedente
se conclue: que dous prismas triangulares da mesma

base e da mesma altura, ou de bases eguaes e altu

ras eguaes, tem volumes
�

eguaes; como tambem os

que tendo t'guaI altura são construidos sobre bases

equivalentes.

310. THEOR. Si um tetraedro for cortado por pla
nos parallelas cl base, e equidistantes entre si; e entre

cada dous planos consecutioos se inscreverem" e cir-
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cumscrëoerem prismas ao dicto tetraedro; a differença
entre a -somma dos volumes de todos os circumscriptos ,

e à samma dos volumes de todos os inscriptos, serd egual
ao volume do circumscripto � cuja base é a mesma

do tetraedro.

Seja (fig. 15�) o tetraedro DARC. Divida-se qual
quer das

-

suas arestas DB em partes eguaes: e pelos
pontos da divisão cortem O tetraedro planos paralle
los á base. Tirem-se pelos pontos N, R, 0, S, &c.,
em que esses planos cortam as outras duas arestas,
outras tantas parallelas a DB: prendam-se os extre

mos destas com as rectas de, fg, &c.: e imaginem
se os prismas inscriptos NF, OG, &c. Do mesmo

modo, produzindo os lados desses planos, e tirando

as parallelas necessarias a DB, concebam-se os pris
mas circumscriptos ME, LF, &c. Digo que a diffe

rença entre a somma dos volumes de todos os cir

cumscriptos , e a somma dos volumes de todos os

inscriptos, é egual ao volume do prisma circumscri

pto IlB, cuja base é a mesma do tetraedro.
Demonstr. Com effeito, por ser ME=NF (309),

LF=OG, IG=PB, será ME+LF+IG+HB-NF
OG-PB, ou(ME+LF+IG+IlB) -(NF+OG+PB)
=IlB.

31 1. Corail. Cortado pois successivamente o te

traedro por planos parallelos á base, e equidistantes
entre si, se lhe poderão inscrever e circumscrever

tantos prismas, que a differença entre a somma dos
volumes de todos os circumscriptos e a somma d05

volumes de todos os inscriptos, seja menor do que
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qualquer volume asslgnado , por pequeno que este

se dê: e por conseguinte muito menor a differença
entre a somma dos volumes dos inscriptos ou cir

cumscriptos, e o volume do tetraedro.

312. THEOR. Si dous tetraedres tiverem a mesma

base e a mesma altura" ou bases eguae8 e alturas

eguaes ; terão volumes eguaes.

Sejam (fig. 155) os tetraedres DABC, D'ABC, os quaes
tem a mesma base ABC, e são de egual altura. Deno
tem T, 1" os respectivos volumes. Digo que 1'=1".

Demonstr, Si é possível, não seja. Um clelles será

maior. Seja T > 1". Concebam-se inscriptos em cada
um (los tetraedros, e em egual numero, tantos pris
mas, que a differença entre o volume de qualquer
dos tetraedres e a somma dos volumes de todos os

prismas nélle inscriptos, seja mener do que qualquer
assignado. Denotando por S a somma dos volumes
dos prismas inscriptos em T, e por S' a dos . in

scriptos em 1"; será T-S< 1'-1"; donde S>1".
Mas é S = S'; por serem os volumes dos prismas
inscriptos em um respectivamente, e por ordem,
eguaes aos volumes dos inscriptos no outro, como

tendo bases eguaes e alturas egllaes (309) : logo será

tambem S' > T': o que é absurdo. Logo &c.-,.

313. THEOR. Si um prisma triangular" e um te

traedro tiverem a mesma base e a mesma altura,
ou bases eguaes e alturas eguaes; serd o volume do

tetraedro a terça parte do volume .do prisma.
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Seja (fig. 156) o tetraedro ABCD da mesma base
e altura do prisma triangular EGFBCD. Digo que
o volume do tetraedro é a terça parte do volume
do prisma.

Demonstr. Tirem-se 'as rectas BF, FC, CE; e

considere-se dividido o prisma :nos tres tetraedros

FRCD, FBCE, FECG. Por serem eguaes os triangulos
BCE, ECG, terão volumes eguaes os dous tetraedros

FRCE, FECG (312). Pela mesma razão terão eguaes
volumes os dous FBCD, CEFG (igto é FECG). Logo
os tres, em que o prisma está dividido, tem entre si

volumes eguaes: e por tanto cada um delles é a terça
parte do volume do prisma. Mas o proposto ABCD
tambem tem volume egual ao do tetraedro FRCD.

Logo tambem o seu volume é a terça parte do do

prisma.

314.< THE OR. Os volumes dos parallelipipedos re

ctangulos estão entre si , como os productos das suas

bases multiplicadas pelas suas alturas.

1.. Sejam (fig. 157) os parallelipipedos rectangu
los AF, AC, que tem por bases AG, AD, e por
alturas AE, AB; tendo as dietas bases um lado
commum. Digo que é AF : AC :: AG X AE :

ADXAB.
Demonstr. Continue-se o plano EF até encontrar

o outro CL; e complete-se ° parallelipípedo rectan

gulo All da mesma altura AE do parallelipipedo
rectangulo AF. Ora os volumes destes dous paralle
lipipedos estão entre si como as bases; isto é,
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AF : AH :: AG : AD. Por que si não é AF: AH;:
AG : AD; será como AG para um quarto termo

X> ou < AD. Seja:: AG : AR> AD. Conceba-se
dividida a base AG em tantos rectangulos eguaes,
que continuando-se a divisão de G pará R, cáia

uma delias entre D e R; por ex. PI. Complete-se o pa
rallelipipedo rectangulo AQ. Será AF : AQ :: AG : AI

( 306). Mas tambem supposemos AF : AH ::

AG: AR: logo AQ: AlI :: AI : AR. Mas AQ>AlI:
logo AI> AR: o que é absurdo. Com egual racio

cinio, imitando o que temos feito em outros loga
res, se demonstrará tambem não ser :: AG: X<AD.
E pois não é AF : AlI :: AG : X,> ou < AD; será

AF : AlI :: AG : AD.

Pela mesma razão, consider-ando os parallelipipe
dos rectangulos All, AC, como tendo a mesma al

tura AL sobre as bases AM, AN, as quaes estão

entre si, como AE : AB (179), será

AlI : AC :: AE : AB.

Logo multiplicando ordenadamente os termos des
tas duas proporções, e simplificando a primeira razão,
teremos AF : AC :: AGXAE:- ADXAB. (*).

2.
o Sejam agora os 'parallelipipedos rectangulos AF,

AK, que tem por bases AG, AO, e por alturas

AE, AB; não tendo as dictas bases um lado com

mum. Digo tambem que é AF : AI( :: AG X AE :

AOxAB.
Demonstr .. Prolongue-se o plano MG até á secção

NC com o plano BI(: e complete-se o parallelipi-

-

.

(*) Veja-se a nota ao n.? 179,
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pedo rectangulo AC. Pois temos, como acabamos
de mostrar,

AF :.AC:: AGxAE: ADXAB.(I.°),
e tambem AC : AI( :: AD : AO; multiplicadas orde

nadamente entre si estas duas proporções, e SIm

plificadas as razões, darão
·AF: AI(:: AGxAE: AOxAB.

, 315. Coroll. Quanto pois dissemos a respeito dos

parallelipipeclos rectangulos se extende a quaesquer
.parallelipípedos ; e por conseguinte aos prismas tri

angulares, e aos tetraedres. Por que todo o paral
Ielipipedo é egnal em volume ao parallelipipedo re-·

ctangulo da mesma altura, e de base equivalente.
(307)' E quanto aos prismas triangulares, e aos te-

.traedros ; como os volumes daquelles são metades

.dos de parallelipipedos da mesma altura, &c. (308);
e os destes são terços dos de prismas triangulares
da mesma base e da mesma altura (313); necessa

riamente hão de ter a mesma razão, que os desses

parallelipipedos , e prismas.

-.-

Da avaliação dos volumes dos corpos, e da
suamedida.

316. Por quanto medir o volume de um corpo
é determinar, quantas vezes este contêm outro co

.nhecido , o qual se considera então como unidade;
e sabemos, que os volumes dos parallelipipedos estão

'entre si, como os productos das suas. hases multi..
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plicadas pelas suas alturas; segue-se, clue, si deno ...

tal' A a altura , e B a base de 'um parallelipipedo
P, cujo volume se pretende .avaliar ; e a a altura,
e- b a base de outro parallelipipedo p, tomado para
medida, eu unidade de volume; teremos conhecido
o daquelle , visto que podemos saber, quantas vezes

contêm o deste. Com effeito, por ser P : p ::

B'xA: b »; a , será �=� X 1- : o que faz ver, que

para avaliarmos o volume de qualquer parallelipipedo
p devemos, depois de examinar quantas vezes na

sua base B se contêm a base b da nnidade de vo

lume, e quantas na altura A se contêm a altura a,

multiplicar esses dous quocientes, e o prod ucto nos

mostrará o numero de vezes, que o volume esco

lhido para medida se contêm no do paral1elipipedo,
que se tracta de avaliar.

Como porém a medida commum dos volumes, e

a mais simples, é um cubo conhecido, por ex. um pé
cubico, urna pollegada cubica, &c.; no caso de que
por p escolhamos qtualquer .dessas medidas, v. gr. um

Pé cubico (1 PPP). então.E_ -.J1 X d_ se torna em. 'p
-

b a

p -.JL A P - BA·
- bb

.

cl
�/'PP -t--' iP!-' X ;!p" ou - , X . expressao a revia a,

e donde vem dizer-se geralmente:
317. O volume -de um parallelipipedo avalia

se, multiplicando a base .pela altura: e por tanto

e de um cubo, pela terceira potencia da sua

aresta (*).
:!Não se perca porém -de vista, quando assim nos

---------------

(*) Por isso se diz cubo de um numero, ainda que impro
priamente, a terceira potencia desse numero.
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exprèssarmos , que se deve intender por esse pro
ducto o· numero de medidas cubicas, que se con

têm no volume procurado.
318. Coroll. I.

o Logo o volume de qualquer
prisma triangular avalia-se, multiplicando a base pela
altura (308). E o de um tetraedro, tomando a

terça parte deste producto (313).
319. Coroll. 2.0 E daqui se segue: que os volu

mes -�le dous tetraedros similhantes estão entre si,
como os cubos das suas arestas ou linhas homolo

-gas. Por que dando-se-lhes por base quaesquer faces

homologas B, b; como então as suas alturas A, a

são tambem linhas homologas (276,2.0), e propor
cionaes a (Iuaesquer outras homologas L, L; temos

B • b .• A2 . a2 ., L2 . L 2 (I 85 ). e- 1. A . z. a .. A .

a
..

• • • • ••• , '

3
• 3 • • • ••

L : I; e multiplicando ordenadamente estas duas

proporções, resulta f B X A : �- b X a :: A3 : al ::

L3: L3 ::&c.

320. CorolL. 3.0 Logo em geral os volumes de
dous polyedros similhantes estão entre si, como os

cubos de quaesquer duas arestas _ou linhas homo

Iogas, Por que os polyedros similhantes podem-se
considerar compostos de egual numero de t etraedros

respectivamente similhantes, e similhanlemente dis

postos (275).: e por tanto o volume de cada tetrae

dro do L
o polyedro será para o volume do tetrae

dro correspondente no 2. o, como o cubo de uma

.aresta ou linha daquelle para o cubo da homologa
deste. Ora tendo todas as arestas e linhas homo

.Iogas a mesma razão entre si, tam bern
- devem ter

a mesma razão os seus cubos: logo o volume Je
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cada tetraedro do 1.
o polyedro será pal'a o voluine

do seu correspondente no 2.0, como o cubo de qual.
quer aresta ou linha do '1.0 polyedro para o cubo
da linha homologa do 2.". Por consequencia a som

ma dos volumes de todos os tetr aedros, de que se'

compõe o 1.0 polyedro, isto é, o seu volume, será

para a somma dos volumes de todos os tetraedros,
de que se compõe o 2.0 polyedro, isto é, o seu

volume, como o cubo de qualquer aresta ou linha

do 1.0 para o cu bo da linha homologa do 2.".

321. Schol, Vê-se por tanto: que nos polyedros
similhantes basta comparar os cubos de quaesquer
arestas ou linhas homologas, para saber-se a rela

ção, que ha entre os seus volumes. Porém geral
mente em quaesquer corpos, é necessario primei
ramente avaliar o volume de cada um, e depois
comparar esses valores referidos á mesma medida.
Ora nos polyedros serve de muito a avaliação dos
volumes dos tetraedros , pois pOl' elles se pode sem

pre avaliar o volume de qualquer polyedro, o que
se faz, dividindo-o em tetraedros , calculando se

paradamente o volume de cada um, e depois som

mando todos esses resultados. Comtudo, ainda que
em geral este é o meio de avaliar os vol urnes (10&
polyedros, não ,é elle o mais expedito em alguns
casos, nem applicavel aos cürp0S terminados por su

perficies curvas, Temos methodos mais promptos,
como vamos ver nos Theoremas seguintes.

322. THEon. O volume de qualquer prisma ava

lia-se" multiplicando a base pela altura,
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Seja (fig. 158) o prisma BE. Denote B á base, A
a altura, e V o volume. Digô que Y = B X A.

Detnonstr, Dividam-se os dous polygonos ACGEI,
BDHFL (pois são eguaes) em l'guaI numero de

triangulos respectivamente eguaes: e imaginem-se ti

rados os planos CL, LG pelas diagonaes correspoa
dentes CI e DL, IG e LH; cujas secções são paral
Ielogrammos, 'como ja fizemos ver- em o n," 308. Fa
cilmente se conceb-erá o prisma proposto dividido'

em tantos prismas triangulares, quantos são os trian

gulos, em que foi dividida a -hase ; a saber " nos

prismas, cuja: altura é a mesma do total, é as ba
ses respectivas sso os triangulos denotados por b

,

b! , b'! , Ora o volume do primeiro avalia-se pOI'
h X A (3'18); o do' segundo por h I X A; e o do ter

ceiro por h" X A. Logo o valor do volume total do

prisma BE será (h+h' +b") X A; isto I�, V= B X A.

523. TImOR. O volume de qualquer pyramide ava

lia-se .. multipllcando o terço da base pela altura.

Seja (fig. 159) a pyramide IBDHFL. Denote B

a base, A a altura,' e V õ volume. Digo que V�

it B XA.
Denionstr. Divida-se a hase em triangulos; e éon

-cebu-se composta a pyramide -dos tetraedres IBDL,
IDLH, ILUF. O volume do primeiro avalia-se por
.g. h X A (318); o do segundo por i h I X A; e o do

terceiro por it h II X A. Logo o valor do volume to

tal da pyramide será t (h+bl+bll) X A; isto é ,

V=tBXA.



-"- 165 -

324. Schol. Por esta mesma preposição se pode'
avaliar o volume do tronco Km (fig. J 20) de qual
quer pyramide. Por que, sendo este a differença
entre o volume da pyramide inteira IKLM e o

da separada Iklm ; terá por valor a terça parte do

producto da base I(LM multiplicada pela altura IP
menos a terça parte do producto da base klm mul

tiplicada pela altura Ip; havendo-se calculado o va

lor das dictas alturas pela seguinte proporção, que
a similhança das pyramides offerece; a saber,
I(L: kl:: ip: Ip; e logo I(L-Icl: KL:: IP-Ip,
ou PP : IP. Donde fica conhecido- o valor de IP;
pois dado o tronco pode-se medir as linhas IíL, kt,
Pp, que entram nos primeiros tr�s termos da pro
porção. Ter-se-ha Ip, tirando Pp de IP.

325. TREon. O volume de um prisma triangular
truncado , isto

ë

, Cl porção de um prisma triangular
cortado por um plano inclinado d base, aualia-se ,

multipllcando o terço da dicta base pela samma das

perpendiculares a esta, tiradas dos vertices dos angu
los da secção.

Seja (fig. 160) o prisma triangular truncado

ACEBDF., cuja base é o triangulo BDF. Denote V
o volume, B a base, e p, pl, pli as perpendicu
lares a esta, que se imaginem tiradas dos vertices

C, A. E dos angulos da secção ACE. Digo que
V=fB X (p+p'+pll).

, Demonstr, Corte-se o prisma pelo plano CBF
tirade pelo ponto C e peja aresta BF. Separado o
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tetraedro CBDF, divida-se tambem a pyramide qua
drangular residua CARFE em outros dous tetraedres

CARF, CAEF pelo plano CAF tirade pelo vertice C
e pela diagonal AF da base ARFE. Teremos o pris
ma proposto dividido em tres tetraedros CRDF,
CARF, CAEF. Ora o volume do primeiro avalia-se

por f R X p: resta pois so mostrar, que o volu

me do segundo se avalia por f R X p! ; e o do ter

ceiro. por f R X p". Com effeito o tetraedro CARF
é egual em volume ao tetraedro DARF; pois am

hos tem os vertices na recta CD parallela á base
commum ARF (221). Mas o tetraedro DARF pode
ser considerado com a base RDF, e o vertice em

A: logo o seu volume', ou o do tetraedro CARF
terá por valor f R x pt , Da mesma sorte o tetraedro
CAEF é egual em volume ao tetraedro DREF; por
estarem os seus vertices C, D na mesma recta CD

parallela ao plano com mum das bases, e serem es:.

tas os triangulos equivalentes AEF, BEF, como

construidos sobre a mesma recta EF parallela a

AB (178). Mas o tetraedro DBEF pode ser consi

derado com a base RDF, e o vertice em E : logo
o seu volume, ou o do tetraedro CAEF terá por
valor t B X p". Consequentemente, sommando es

ses tres valores, teremos o do volume. total do

prisma triangular truncado; isto é, Y= f B ><

( p+pl+p" ).
326. Schol. Este Theorema é de grande_ uti

lidade para a avaliação dos volumes dos corpos po

Iyedros, que se dec om poem em prismas triangula
res truncados.
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3.27' THEon. O volume de qualquer cylindro ava�

lia-se" multipllcando a base pela altura.

Seja (fig. 141) o cylindro AE. Denote A a altura,
C a base, e V o volume. Digo que V= C X A.

Demonstr. Si não é V= C X A; seja C X A o va

lor do volume de outro cylindro maior, ou menor

do que o proposto. Seja=volume do cylindro ma

ior, da mesma altura, que tem por base o circulo

concentrico C'. Imagine-se circumscripto ao cylin
dro proposto um prisma, cujas faces não encon

trem a superfície Jo cylindro C'. Denote P a ba

se desseprisma. Será o seu volume cc P'x zí (322).
Ora este volume é mener do que o do cylindro C':

logo será P X A < C X A; isto é, P < C: o que é
absurdo. Com egnal raciocinio, imitando o que
temos feito em outros logares, se demonstrará tam

bem não ser C X A=volume de outro cylindro me

nor. Logo &c.
328. Coroll. Os volumes de do us cylindros si

milhantes estão entre si, como os cubos dos raios

das suas bases, ou como os das suas alturas ou ei

xos. Com eífeito, denotando C e c as respectivas
bases, OR e r os raios, A e a as alturas, E e e os

eixos; como temos C: c :: R2: r2 :: A2: a2 :: E2: e2

( 192, 260), e A : a :: R : r :: A : a :: E: e;

multiplicando ordenadamente estas duas proporções,
resulta CXA : cXa:: R3 : 1,3:: &c.

:bg. THEon. O volume de qualquer pyramide conica
aoalia-se , multiplicando o terço da base peta altura.



Seja (fig. 142) a pyramide conica ABCD. Denote
A a altura, C a base, e V o volume. Digo qùe
V=fCXA.

Demonstra-se discurrendo, como no cylindro.
330. Coroll. Os volumes de duas pyramides co

nicas similhantes -estão entre si, como os cubos dos
raios das suas bases, ou como os das suas alturas

ou eixos. Deduz-se da mesma forma, que o Corol
lario precedente, com a unica differença de se sere

ver na proporção 1 C : � c.

331. THEon. O volume de qualquer sphera ava

lia-se, multiplicando o terço da área pelo raio.

Seja (fig. 1�6) a sphera 'representada pela circum

ferencia C de um dos seus circulos maximos. De
note R o raio, A a área, e V o volume. Digo que
V=tAXR.

Demonstr. Si não é V=fAXR; seja fAxR o

valor do volume de outra sphera maior, ou menor

db que a proposta. Seja=volume da sphera maior

concentrica represen tada pela circumferencia C' de

um dos seus circulos maximos. Imagine-se circum

scripto á sphera pl'Oposta um polyedro, cujas faces

não encontrem a superlicie da sphera C' (285). Denote
S a área desse polyedro. Reflectindo que este pode
tambem considerar-se , como um aggregado de py
l'amides, cujas bases são as iaces do mesmo po

Iyedro, cada uma de cada uma, e que todas tem

o vertice no centro da sphera ,
e por altura O raio

da mesma; será o sen volume cc] S x R (323). Ora
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este volume é menor .dô que o volume da sphe
ra C': logo será {- S X R < fAx R; iste é, S < A:

o que é absurdo (28!�). Com egual raciocinio sede
monstrará tambem não ser fAX R = volume de ou

tra sphera mener do que a pl'Oposta. Logo &c.
332. Coroll. 1.0 Pois a área da sphera é qua

drupla da do -

seu circulo maximo (302); segue-se,
que o volume da mesma sphera se avaliará tam

bem, multiplicando o quadruplo dá área do dicto

circulo maximo pelo terço do raio; ou (o que vem

a ser o mesmo) multiplicando a área do dicto cir

culo maximo por t do diametro: e pOI' isso o vo

lume da sphera é t do volume do cylindro a ella
circumscri pta.

'"

333. Coroll. 2.0 Os volumes de duas spheras estão

entre si, como os cubos dos seus raios. Com effeito,
denotando A, a as respectivas áreas, e R, r os

raios; como temos A : a :: R� : 1'2 (303), e {n : f r

:: R : r; multiplicando ordenadamente estas duas

proporções, resulta t AxR : faXr :: R3: r",

334. THEon. O volume de qualquer sector spherlco
avalia-se, multiplicando o terço da drea do segmento
spherico respectloo pelo raio.

Seja (fig. 161) o sector spherico CAEF. Denote R
o raio CA, A a área do segmento spherico EAF ç
e V o volume do sector. Digo que V= fAx R.

Demnnstr, Si não é V= fAx R; seja + A xR
o valor do volume de outro sector spherico maior,
0U menor do que o proposto. Seja = volume do se.

v
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ctor spherico maior CMLN, pertencente á sphera
corrcentrica , cujo raio é Ci"!. Imagine-se circum

scripto á sphera , de que é sector o proposto, um

polyedro, cujas faces não encontrem a superficie
da outra sphera , de modo que um dos lados do

polygono circum-voluto termine em um ponto o en

tre EL e DL. Imaginem-se dos vertices dos angu
los polyedros do segmento polyedral , que tem por
altura ar, rectas ao centro da sphera, Teremos

9 sector polyedral Caoi , o qual pode considerar-se,
como um aggregado de pyramides, que tem todas

O vertice no centro da sphera , e por altura o raio

da mesma. Por conseguinte, denotando S a área des

se segmento polyedral, será o volume de sector
Caoi = t S X R. Ora este volume é menor do que o do

sector spherico CiHLN: logo será t S X R < t A X R ;

isto é, S < A: o que é absurdo, por ser S> A,
como ja observámos por occasião da demonstração
do Theorema n ," 304. Do mesmo modo se demons
trará tambem não ser t A X R = volume de um se

ctor spherico menor. Logo &c.
335. Schol. O volume de qualquer segmento sphe

rico EAF menor do que um hemispherio se achará,
tirando do volume do sector spherico CAEF o da

pyramide conica recta CEFE: c o de qualquer se

gmento spherico EBF maior do que um hemisphe
rio, se achará tirand� do volume total da sphera o

do segmento menor EAF.

FIM.
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APPENDICE c»

Dos circulos na sphera.

336. THEon. Quaesquer dous circulos maximos em

uma sphera cortam-se reciprocamente em duas partes
eguaes.

Demonstr . Como os circulos max. passam ambos
.

pelo centro da sphera (262); a sua intersecção
tambem passará. Mas o centro da sphera é cen

tro dos mesmos circulos: logo essa intersecção é
diametro de qualquer delles. Logo &c.

A figura, que então duas semi-circumferencias
formam na superfície da sphera, chamaremos tu

nula spherica ,

337. Corail. Dous arcos de circ. max., meno

res cada um do que uma semi-circumferencia, não

podem ter dous pontos communs, sem que se con

fundam inteiramente.

338. THEOR. O diametro da sphera , perpendi
cular a qualquer- circulo da mesma sphera , passa pelo
centro desse circulo.

Demonstr, Consta da do n," �62.

(*) As figuras deste Appendice sãQ as da ultima Estampa.
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Este diametro chama-se eixo do circulo , e os

extremos do mesmo diametro palas do mesmo

circulo.

339. Coroll. Logo qualquer ponto do eixo de

um circulo dista egualmente de todos os pontos da

circumferencia
-

desse circulo (210). Si o circulo é

max., a distancia dos seus polos á circumferencia
é = corda do arco de go

o do circ. max.

_s_

Dos angulos sphericos.

3�0. O angulo, formado por dous arcos de circ.

max. na snperficie da sphera , chama-se angule sphe
rico. Continuados os lados do angulo até concur

rerem, formarão uma lunula sph.

5[� 1. THEon. Si os lados de um angule spit. fo
rem de go

o cada uni; o seu vertice serd polo do circu

io max., que passar pelos extremos dos dictos lados.

Seja (fig. I) o angulo sph. APB: e sejam AP,
PB de goO cada um. Digo que o vertice P é polo
do circ. max., de qt.e é arco AB.

Demonstr . Seja C o centro da sphera. Tirem-s�
os raios CP, CA, CB. Pois são AP, PB de go

Ó

cada um' (hyp.); serão rectos os angulos ACP,
PCB (2g): e por conseguinte PC será perpendicu
lar no centro C ás rectas AC .. BC; e por isso PC

lambem perpendicular no dicto centro ao plano
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do circulo CAB (206), Logo PC é e semi-eixo do

circulo CAB; e par tanto P o seu polo (338).

342. PROBL. Dado um arco de circulo na su

per(tcie da sphera , achar um dos polos desse circulo.

Seja ,( fig. 2 ) o arco AB.

Soluço Ache-se o diametro db circulo, a que per
tence esse arco, como fica dicto em o n.

o 267' Seja
este A IB', e inscreva-se no circulo max. A'B'H,
que tarnbern se achará, segundo o numero citado.

Tire-se o diametro PH perpendicular a A 'B': e

com o intervallo A'P, fazendo centro em A e de

pois em outro qualquer ponto E do mesmo arco,

descrevam-se outros dous arcos ; que se cortarão

em dous pontos, ou estejam ambos da mesma parte
do arco AB, ou não. Tome-se um destes P, que
distar de terceiro ponte do dicto arco tanto, quanto
dista de A e E. Digo que este é polo do circu

lo, de que é arco AB.

Si o arco dado for de circ. max.; tomar-se-há en

tre as pontas do compasso a abertura ou corda de

90
o do circ. max.

3tí3. Schol. Fica pois manifesto, o que se fará, si

por dons pontos dados na superficie da sphera qui
zermos descrever um arco de circulo de diametro
dado, com tanto que este não exceda o da sphera,
nem seja metior do que a corria do dicto arco: ou si

tractarmos ae continuar qualquer arco dado: ou si

. pedirmos, que por tres pontos daelos -na dicta super
ficie se faça passar uma circurnferencia de-circulo,
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N. 11. As figui'as, que aqui considerarmos , de

vem-se intender descriptas na superficie da mesma

sphera.

344. THEOR. Si em duas' lunulas sph. de um

hemispheric forem eguaes os arcos de circ. max. de

scriptos dos vertices dos seus angulos , como polos, e

interceptos pelos seus lados; serão eguaes os angulos �

48' áreas s e as lunulas. E si os areas forem dese

guaes; seret maior o angule � a drea � e a lunula �

pertencentes ao arco maior.

Sejam (fig. 3) as lunulas sph. ABCDA, AECFA:
e seja o arco BD=arco EF, descriptos do vertice

A, como polo. Digo que o angulo sph. BAD é
= angulo sph. EAF; a área ABCDA = área AECFA;
e as lunulas eguaes.

Demonstr. Imagine-se applicado o arco AB so

bre o arco AE; e sobreposta a lunula ABCD.4 á

lunula AECFA. O ponto B cairá em E, como 'equi
distantes do ponto A. Mas pela mesma razão todos.
os pontos do arco BD devem então cair sobre o

arco EF: logo o arco BD se ajustará sobre o arco

J}F; e o ponto D cairá em F) por ser BD=EF

(hyp.). Logo tambem AD se ajustará sobre AF

(337); e o angulo BAD cobrirá exactamente o an

gulo EAF; e a área ABeDA a área AECFA.

Logo &c ..

A 2.· parte demonstra-se, como a 2.· do n.
o 24,

_ 345. Corell. 1.0 Reciprocamente: si em duas
lunulas sph, de um hemispheric forem eguaes O!
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angulos; serão eguaes os arcos de CIrc. max.' de

scriptos dos seus vertices, como polos, e inter

ceptos pelos seus lados; as áreas ; e as lunu
las. E si os angulos forem deseguaes; será maior

o arco, a área, e a lunula, pertencentes ao an

gulo maior.'

_ 34@. Coroll. 2.0 Dividindo pois em quaesquer
partes eguaes um arco de circ. ma:,. BD descripto
do vertice de um angulo sph. BAlJ, como polo, e

intercepto pelos lados do dicto angulo; e tirando

por cada um dos pontos dessa- divisão e pelo dicto
vertice outras tantas serni-circumferencias de circ.

max.; o angulo proposto ficará tambem dividido em

outras tantas partes eguaes entre si; e da mesma

forma a lunula sph., que elle determina. E con

cluir-se-ha (discurrendo como em o n.
o 26 ), que

o arco BD é para o angulo' sph, BAD, ou para a

lunula ABCDA, como qualquer numero daquel
las partes de BD para o mesmo "numero destas de

BAD, ou da, lunula ABCDA.

347' THEOR. Os angulos sph, estão entre si, tomo

QS arcos de circ. max. descriptas dos seus vertices,
como polos, e interceptos pelos seus lados: ou lam

bem como as dreas das Lunulas sph. _, que elles de
terminam .

. Prova-se por um raciocinio em tudo similhante
ao do n.· 28. ,

348. Coroll. Pois os angulos sph. são proporeio
naes a os arcos de circ. max. descriptos dos seus
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vertices, como polos, e interceptos pelos seus la

dos; segue-se, que todo o angulo sph. pode ser

representado pelo dicto arco: e é neste sentido que
dizemos , que lhe serve de medida.

3�g. Schol. O angulo sph. pode tambem ser

representado pelo angulo diedro, formado pelos pla
nos dos circ. max., de que os seus lados são ar

cos: ou tamhem pelo angulo rectilineo, que 'me.
de a inclinação recíproca dos dictos planos.

Com effeito (Gg. I) o arco A B, que mede o an

gulo sph , APB, mede egualmente o angulo rectili

neo ACB, medida da inclinação reciproca dos pla
nos ACP, PCB.

Assim os angulos sph. gosam de todas as proprie
dades dos angulos diedros, ou dos angulos rectili

neos, Por ex.

I.· Um arco de circ. max., que encontra ou

tro arco de circ. max. na superfície da sphera ,

faz com este, prolongado si for necessario , dous

angulos sph., cada um de sua parte, que junctos
valerão 180·.

Si estes angulos são eguaes, isto é, cada um de go·,
dizem-se rectos, e o arco incidente perpcndicular : &c.

2.· Si um" arco de circ. max. for perpendicular
a outro arco de circ. max.; tam bern este o será a

respeito daquelle.
3.· Do mesmo ponto de um arco de circ. max.

não' se pode levantai' mais 'do que um arco de circ.

max. perpendicular a aquelle outro.

4.· Os angulos sph. verticalmente oppostos são

eguaes, &c.
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350. PROBL. No extremo de um arco dado de ciro.

max. fazer um angule spit. = outro engulo sph, dado.

Seja (fig. 4) o arco AB; o extremo A; e o an

gulo sph. bac.

Soluço Do vertice a, como polo, descreva-se o

arco de circ. max. be: e do ponto A, como polo,
descreva-se tambem o arco de circ. max. BD inde

finido , Tome-se BC = be: e tire-se o arco de circ.

max. AC (3[�3). Digo que o angulo sph. BAC é
= bac: como se pedia.

35.. PROBt. Dividir wn angule spit. em duas

partes eguaes.

Seja (fig. 5) o angulo sph, APB.

Soluço Do vertice P, como polo, descreva-se o

arco ele �irc. max. AB; o qual se divida pelo meio
em D. Tire-se por D e P o arco de circ. max. DP.

Digo que o angulo sph. APB está dividido em duas

-partes eguaes APD, DPB (3[�7): como se pedia.

352. THEOR. Si um arco de eire. max. for per

pendlcular a outro arco de circ. max.; aquelle pas
sard pelos palas deste. E reciprocarnente.

Seja (fig. 6) o arco de circ. max. AB perpendicu ...

lar ao arco de circ. max. AC. Digo que o arco AB,

prolongado sendo necessario, passará pelos polos do

circ. max. AC.
Demonstr, Tome-se em AB, continuado si fqr

x
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necessario, para uma ou outra parte a grandeza
AP de goo. Tome-se do mesmo modo AC de goO;
e tire-se o arco PC de circ. max. Pois o angulo
BAC é recto (hyp.); será PC de go

o

(3[�8). Mas
tambem PA é de go

° (constr.). Logo P é polo
de' AC (341).

Reciprocamente: si P é polo de AC; será PA

perpendicular a AC. Com effeito o arco, que do

ponto A se levantar perpendicular a AC, deve

passar pelo polo P, como' acabamos de ver.

Logo este será o mesmo arco PA, visto ser o

unico, que pelos dous pontos A, P, se pode
tirar (337)'

353. Coroll. Sobre um arco de circ. max., e de

um ponto situado na superfície da sphera, que
não seja polo desse arco, não se pode abaixar dous

arcos perpendiculares , cada um de seu cir.c. max.

Por que então esses do us arcos perpendiculares,
continuados, passariam pelos polos daquelle outro:

e por conseguinte as circumferencias dos dous circ.

max. se cortariam em tres pontos: o que é impos
sivel (16, 55).

35[�. Scbol. Vê-se por tanto: que so por um

ponto , que for polo de um circ. max., se pode
conduzir dous e mais arcos de circ. max. perpendi
culares á circumferencia daquelle outro: e que por
ponto, que não for polo, so pode passar uma CIl'

cumferencia perpendicular.

355. PROBL. De um ponta dado na euperficie da

sphera, e que não seja polo de um arco dado de circ.
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max., tirar um arco de eire. max. perpendicular
ao arco dado, continuado si for necessario. -

Seja (fig.6) o ponto A, ou B; e o arco AC.

Soluço Ache-se um dos polos P desse arco C3L�2) :

e por este e pelo ponto dado A, ou B, tire-se o

arco de circ. max., por ex. AP. Digo que AP é o

arco perpendicular pedido (352).
A respeito do ponto B, isto é, si o ponto dado

não está no arco dado, ou no seu prolongamento,
.

qualquer dos dous BA, BD da semi-circumferencia
ABD satisfaz ao Problema.

Dos triangulos sphericos.

356. A figura terminada na superfície da sphera
por tres arcos de circ. max. chama-se triangule
spherico: e-cada um dos dictos arcos lado do tri

angulo. Os triangulos sph. se distinguem, quanto
aos seus lados, com os mesmos nomes, que démos
aos triangulos rectilíneos (82).

357' THEOR. Em todo o triangule sph, não ha
lado = 180·.

Seja (fig. 7) o triangulo sph. "ABC.
Demonstr. 1.0 Si é possivel , seja um dos lados

BC = 180 o. Continue-se BA até concurrer em C
com BC (336). Será BADC = 180 o: e tambem ADC,
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e AC, eguaes cada um a 1800 (337): isto é

,

BADC = ADC: absurdo.
358. Schol. Posto que nos triangulos sph. não

ha lado=1800, pode comtudo havei: um > 180°.

Os triangulos sph. porém, que unicamente consi

deramos, são 08 que tem cada um dos seus lados

< 180 0. Não se julgue comtudo, que não possamos
calcular aquelles triangulos sph., que tem (fig. 8)
um I ado AEC > 180 0; por quanto o arco AC, que
lhe fal ta para 360 o, forma com os ou tros dous lados

um triangulo ABC, pelo qual viremos no conhe

cimento do primeiro.

359. THEOR. Em todo o triangule spit. a samma

de quaesquer dous lados e maior do que o terceiro:

e a somma de todos tres menor do que 360 0.

Seja (fig. 9) o triangulo sph. ABC. Digo que a

somma de quaesquer dous lados, por ex. AB +BC
>AC: e AB+BC+AC < 360°,

Demonstr. Seja D o centro da sphera. Tirem-se
os raios AD, BD, CD. Será a somma dos angulos
ADB+CDB > ADC: e ADB+CDB+ADC < 360°

(2[,3, 2[1�.)' Mas é AB a medida do angulo ADB;
BC a do angulo eDB; e AC a do angulo ADC. Lo

go tambem AB+BC> AC: e AB+BC+AC < 360°.

360. THEOR. Si em algum triangule sph. forem
éguaes dous angulos; os lados, que lhes selo oppostos �

seriio egt/aes. E si [orem deseguaes dous angulos;
serd maior o lado opposto aa angule maior.
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1
..

il Seja (fig. IO) no triangule sph. ABC o angule
J.CB=BAC. Digo que AB=BC.

Demonstr, Produza-se AC até completar a circum

ferencia ACGFA; e AB, CB até concurrerem no pon
to E. Por ser AB+BG=1800, e tambem BG+GE
= 180 0; será AB = GE. Do mesmo modo se mos

trará AC=FG. Ora o angulo BAC é =BGC=FGE

(349,4:); e o angulo ACB =AFB =EFG: logo tam

bem BAC=EFG, e ACB=FGE; por ser ACB= BAC

(hyp.). Isto posto, é facil ver que ajustando-se exa

ctamente o arco AC sobre o seu egual FG, os arcos

AB e FEs BC e GE.. tambem se ajustarão perfeitamen
te entre si; pela egualdade dos angulos BAC e EFG,
AGB e FGE. Logo é BG = GE. E logo AB=BC; por
Ser AB=GE como se mostrou.

2.
o Seja porém (fig. - 1 1) o angulo ACB > angule

BAC. Digo Clue AB > BC.
Demonstr. Faça-se o angule ACD = BAC; cujo

lado CD encontrará AB em um ponto D entre A

e B. Será AD=CD (1.0). Mas é GD+DB>BC
(359)' Logo tambem:AD+DB, isto é AB> BC.

361. Corell. Reciprocamente: si em algum tri

angulo sph. forem eguaes dous lados; os angulos,
que lhes são oppostos, serão eguaes. E si forem

deseguaes dous lados; será maior o angulo opposto
ao lado maior.

362. THEOR. Em todo o triangule sph. isosceles
v arco do eire. max... que divide pelo meio o an

gula formado pelos lados eguaes, eae perpendicular
mente no meio do lado opposto ao dieta angule,
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Seja (fig. 10) o triangulo sph. isosceles ABC;
cujo angulo ABC formado pelos lados eguaes AB,
BC, está dividido em duas partes eguaes pelo arco

de circ. max. BD. Digo que este arco BD eae per

pendicularmente no meio do lado AC.
Demonstr. Observe-se a construcção precedente,

onde já fica provado ser AB = GE: e continue-se

DB até E. Do mesmo modo se pode mostrar que
é DB=IlE, e AD=GH. Logo temos BC=GE;
por ser Be = AB (hyp.). Ora o angulo CBD é

=ABD(hyp.) =IlBG(349,4.0)=GEH: si ajustar
mos o angulo CBD com o angulo GEIl; o ponto
C cairá em G, e o ponto D em Il. Por conse

guinte o arco CD tambem se ajustará sobre GIl, e

o angulo BDC cobrirá exactamente o angulo EIlG.

Logo é CD=GIl; e BDC=EIlG. Mas tambern
mostrámos ser AD = GIl; e é o angulo EllG =

FHB=ADB. Logo AD = CD; e ADB' BDC. E por
tanto BD perpendicular no meio de AC (349, I. 0).

363. Coroll. I.
° Reciprocamente: em todo o trian

gulo sph. isosceles o arco de circ. max., que se levan

tar perpendicularmente no meio do lado opposto ao

angulo formado pelos lados eguaes, passará pelo ver

tice do dicto angulo, e o dividirá em duas partes eguaes.
Por quanto o arco, que assim dividir o angulo, será per

pendicular no meio do lado opposto: e ahi não pode
haver mais do que um arco perpendicular (%9, 3.°).

364. Ooroll. 2.° Logo o arco de circ. max., que
se tirar perpendicular no meio de outro arco de
circ. max., terá todos os seus pontos equidistantes
dos extremos deste outro arco.
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365. Coroll. 3.0 Consequentemente o arco de

circ. max., que passar por dous pontos, cada um

dos quaes diste egualmente dos extremos de outro

arco de circ. max., será perpendicular a este, e

o dividirá pelo meio; não estando os dictos dous

pontos na distancia de 180 o, um do outro.

366. TUEOR. Si em dous triangulos spit... sendo
dous lados de um respectiuamente eguaes a dous lados

do outro.. (or o angule formado pelos primeiros maior

do que o angule formado pelos segundos; o terceiro

lado opposto ao maior angulo, será maior do que o

terceiro opposto ao metior, E reciprocamente.

Demonstra-se, como nos triangulos rectilíneos (94).

367. THEOR. Si a somma de quaesquer dous an

gulos de um triangule spit. for = 180'; a somma

dos lados oppostos a esses angulos será tombem = 180 0.

Si for maior .. será maior. Si for menor , será menor.

Seja (fig. 12) o triangulo sph. ABC: e seja
ACB+BAC= 180°. Digo que AB+BC= 180°.

Demonstr. Continuem-se os lados AB, AC até con

currerem em D. Por ser BAC = BDC; e ACB +BCD
= 180 ° (349, 1.'); será tarnhem ACB + BDC=
ACB + BCD: e logo BDC = BCD. Mas

_

então é BC
= BD (360): logo ajunctando a uma e outra parte
AB, teremos AB+BC=AB+BD. Mas AB+BD=
180'. Logo &t.

A 2.
a

e 3." parte demonstram-se do mesmo modo.
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368. Coroll. Reciprocamente: si a somma de

quaesquer dous lados de um triangulo sph , for....:....
180 0; a samma dos angulos oppostos a esses lados
será tambem = 180 O. Si for maior, será maior. Si
for menor, será menor.

369. TUEOR. Em todo o triangule sph. , qualquer
dos angulos é < 180 o: a differenpa entre quaesquer
dous < supplemento do terceiro: e a samma de todas

tres> 180°.

Seja (fig. 13) o triangulo sph. ABC. Digo que
qualquer dos angulos, por ex. ACB é < 180 0: a

differença entre quaesquer dous, V. gr. ABC - BAC,
� 18oo-ACB: e a somma de todos tres ABC+
BAC+ACB> 180°.

Demonstr. Produzam-se os lados BA, BC até con

currerem em D.
1.0 Temos ACB+ACD= 180· (349, 1.0). Logo

ACB < 180°.

2.° Seja ABC> BAC. Faça-se BAE=ABC: será ABC

-BAC=CAE;e AE=BE (360).Logo CE < AE.E logo
CAE < ACE (361); isto 'é, ABC -BA.C < 1800 �ACB.

3.° No triangulo ACD é ACD -ADC < i800-CAD

(2.°); ou ACD-ABC<BAC. Logo ACD<ABC+
_BAC; isto é, ABC+BAC> i80·-ACB. E logo
'ABC+BAC+ACB> 180°.

370. Coroll. Um triangulo sph. pode ter dons

au tres. angulos rectos: dous au tres angulos obtusos.

Quando tem dous angulos rectos, o vertice do ter

ceiro angule é polo do lado opposto (3.5!�). '
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,Oil triangules sph, se distinguem , quanto aos seus

angulos, com os mesmos nomes, que démos aos

triangulos rectilineos.

Dos casos de egualdade dos tríangulos sp�.

371. THEon. Dous triangules sph, são eguaes:._
1.· Quando tem dous lados respectioamente eguaes..

e similhantemente dispostos � e egual o angulo formado
por esses clous lados.

.
2.· Quando tem dous angulos respectivamente eguaes, ,

e similhantemente dispostos; .e egual O lado adjacente
a esses clous angulos.

3. o Quando tem tres lados respectiuamente eguaes ..

il similhantemente dispostos.
4.· Quando tem tres angulos respectiuamente eguaes ..

e ëimlihanæmente dispostos.

Os primeiros tres casos demonstram-se , como os

mesmos tres da egualdade dos triangulos rectilineos.
O 4. o demonstra-se pela maneira seguinte.

Sejam (fig. l[�) os triangulos sph. ABC, abc: e

seja o angule BAC=bac; ABC=abc; AC/J·=acb. Digo
�ue o triangule ABC é rgual ao triangulo abc.

Demonstr. Si, os triangulos não são ·eguaes; não

será AB =.ab: por que, si, I?: for., serão eguaes os

trianguIo� (2 ..°). Seja pois AB> ab. Corte-se AB'=ab;
e faça-s� no ponto B' um angulo = abc, que será

.AB'q', eu AB'C", conforme o lado B'C', ou B'C"
'Y
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cortar ou não o lado BC. Será então o triangulo
AB'C' .. ou AB'C/I� egual ao triangulo abc (2.0), e por
tanto o angulo AB'C', ou'AB'C"=ABC; e AC'B',
ou ACIIB' = ACB. Seja o triangule AB'C'. Serão os

angulos D'BH'+BB'D' = 180°; por ser AB'C'=ABC,
e AB'C'+BB'C'= 180°. Logo D'B'+D'B= 1800

(367): e pela mesma razãoD'C'+D'C=1800:c]onde
D'B'+D'C'+D'B+D'C= 360°; isto é, B'C'+BC=
360 0: o que é impossível (358). Pois então seja o

triangulo AB'C". Produzam-se os lados BC, B'C" até
concurrerem em D. Por ser DBB'+ABC = 180°, e

DB'B=AB'C"=ABC, será DBB'+DB'B= 180°; e

por isso DB +DB'= J 80°. Mas tambem, por ser

DCIlC supplemento de AC"lJ'=ACB, é De"C+
DCC"= 180°; e conseguintemente DC +D-G"_=
180°. Logo DB + DB' = DC + DC": manifesto
absurdo.

572. Schol. 1.° Quando os dous triangulos sph ,

não tem as suas partes similhantemente dispostas,
não se podem sobrepor um

.

ao outro, Comtudo,
ainda que se não ajustem em figura, nem por isso

deixam de ter todas as suas partes respectivamente
eguaes, quando nelles se verifique algum dos quatro
casos. Por ex. o I.

o

Sejam (fig. 15) os triangulos sph. ABC, abc: e seja
AB = ab; BC = be; e o angulo ABC = angulo abc. 'Digo
que A C = ac; o angulo BAC = angulo bac; o angulo
BCA = angulo bea; e a área ABCA = área abca.

Demonstr. Produza-se AC até completar a circum
ferencia ACDFA; e AB, BC até concurrerem em

E. Provar-se-há, como em o n.
o 360, ser AB' DE,
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BC=FE, AC=DF, o angulo ABC=FED, o an

gulo BAC = EDF, e o angulo ACB = DFE. Pelo que
nos triangules DEF, abc, será tambem DE = ab,
BF = be, e o angulo E = angulo b. Mas estes dous

triangulos são absolutamente eguaes, por quanto se

podem ajustar perfeitamente entre si: logo é ac =

DF=AC, o angulo a=EDF=BAC, e o angulo c=

DFE=ACB. Resta pois so mostrar a egualdade das
áreas.

Sejam (fig. 16) os triangulos ABC, abc os propos
tos. Circumscrevam-se-Ihes (3[�3) os circulos ADEFA,
ade]a , cada um ao seu. E' facil ver que estes

circulos são eguaes, como circumscriptos a triangulos,
cujos arcos, e por conseguinte as cordas, são eguaes.
Logo serão eguaes entre si os segmentos sph., de

que elles são bases. Isto posto; applique-se o ponto
A ao ponto b; e ajuste-se o arco ADD sobre o arco

bda, O ponto B cairá em a, por ser ADB=adb (51);
e o lado AB se aj ustará sobre o lado ba, por ser

cada um < 180" (337)' J.. ogo o spaço ADBA co

hrirá exactamente o spaço adba; e iogo as áreas

destes spaço's são eguaes entre si. Do mesmo rr.odo
se mostrará a egualdade respectiva dos outros spnços
AFCA .' e arca, BECB e becb, Ora as áreas dos dous

segmentos sph. são egl1aes pela egualdade dos se

-gœêntos; e compoem-se desses spaços respective
mente eguaes e de um triangule sph, cada urna. Logo
as áreas destes dous triangulos ' sph, são lamhem

eguaes entre si.

373. Schol, 2.0 Podem lambem dous triangulos
sph, ser, ou não ser, eguaes em todas as suns partes:

.
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I.· Quando dous lados de um forem respëeti
vãmetÍte eguaes a clous lados do outro , e egual
Q angulo opposto - a um dos lados eguaes.

2.° Quando dous ángulos de um forem re-spe
ctivarnente eguaes _ a dous angulos do outro, e egllal:
e lado opposto a um dos angulos eguaes,
- Com efleito (fig. Il) nos triangulos ABC, BCD,
é o angulo B commum , o lado BG lambem co-m

mum, e pode ser AG=GD ou o angulo A = an

gula GDB; e comtudo os dous triangulos são eviden
temente deseguaes.

Da área dós trfangulos sph.

374. THEon. A drea de qualquer triangule iph..
t para a area da sphëra, como a metade do "'ex

cesso da 'somma dos [pes angulós ido tr-iangulo so»

bre 180 o
é para 3'60°.

Seja (fig. 15) Q triangulo sph , ABC. Denote S a

somma dás 'tres angulos, a a área
, e A a área da

sphera. Digo que é a- ': Ji, :: S=2í8oO :. 360°. ..

Detnonstr, Segundo a consrruoção , qué flzemos
em o n.

° 372, e do que alli fica dicto, ccncluhnoa

què os triangulos ABC, DEF erão eguaes em todas
as suas partes. Isto posto; por ser à área da hr
nula sph. FACBF para a área da sphera , corno è

nngülo AGB para 3600 (347): e também a área; da

lùnula sph, DGABD para a área da sphera, comó o
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angulo BAC para 3600: e finalmente a área da lu

nula sph. EFB])E, ou a do triangulo BAC mais

a do triangulo FBD, para a área da mesma sphera,
como o angulo FB]) ou ABC para 360°: será (som
mando todos os antecedentes) a área do herni

spheric ACDFA mais o dobro da do triangule ABC

para a área da sphera , como a somma dos tres

angulos do triangulo para 360°: isto é, � A +2a : A::

S: 360°; ou 2- A+ za : � A :: S : 180°. Donde
2 a : � A :: S - 1 80 o: 180 0. E logo a : A : : S-2,80o : 3600•

375. Coroll. Represente S' a semi-somma dos tres

angulos de urn triangulo sph. , e A a área da sphera:
, , d

.

I S'-go Asera a area o tnangu o =
560 X .

FIM.

T-JPOGJ\!PHIA. AUSTRAL, BECO DE BUGANÇ.\. N: l"S.
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