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Estes Elementos de Geometria foram scriptos em
Lisbhoa, sendo o author entio Lente de Mathematica
na Academia Real da Marinha. Delles tem-se feito alli
tres edicdes por deﬁfz@?ﬁ‘?ﬂ‘mﬁa’ da-Academia
Real das Sciencias. A edigao actual porém apresenta
melhoramentos feitos pelo author, assim nos dictos
Elemenlos, como no pequeno Traetado’ de Geo-
meltria Spherica, em appendice. o
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A Sociepape Litreraria do Rio de Janeiro em sua
Sessio do 1.° de Julho de 1836, mandou impri-
mir 4 sua custa a obra— Elementos de Geome-
tria—, composi¢io de seu mui digno Socio Ho-
norario o Ill.™ e Ex.™ Sr. MArQuEz pE PARANA-
cua’, correcta e melhorada pelo mesmo Senhor, e
offerecida 4 sobredicta Sociedade.

O Dr. Luiz Antonio pa Costa Barrapas.
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PROLOGO.

Entre os muitos Elementos de Geometria,
que‘se tem scripto e publicado depois de Eu-
clides, foram' adoptados mas Scholas portu-
guezas, principalmente nas militares, os de
Bezout; talvez por que este Geometra sereveu
um curso coinpleto de mathematicas para uso
dosalumnos de Marinha, e Artilheria: e a pe-
zar das ‘muitas faltas, e inadvertencias, que
se tem reconheeido nos scriptos elementares
deste author, alias de'merecida reputacao, ¢
ainda inteiramente seguido o seu curso de ma-
thematicas. ‘Mas que difficuldades nao encon-
tram os discipulos ; que embaragos os mestres,
noistudo, e na explicacdo das suas doctrinas ?
Por isso alguns professores, assim das nossas
scholas ,; ‘como ‘das ‘de Franca, tem publi-
cado: supplementos; ‘e notas a Bezout, e até
reformado- alguns .dos'seus eompendios. En.
tretanto ‘0 'de Geometria exige sem duvida
mais do que todos rigorosa reforma (*); pois

“(*)" Veja-se Lacroix —Essai sur Tenseignement — Edi-
cio de 1805,
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nio posso jamais accommodar-me a que 0s
discipulos hajam, como evidentes, propo-
sicoes que carecem de ser demonstradas;
nem como demonstracao , paralogismos e fal-
lacias. Supprir na aula 0 mestre com outras
demonstragdés ; nem sempre ¢ possivel , ou fa-
cil: e quando o seja, a experiéncia tem mos-
trado, que ¢ baldar tempo; por que de or-
dinario, nem todos promptamente as conce-
bem, nem facilmente as retem na memoria.
Nestes. termos intendi-pox.melhor., ordenar
novo compendm, que acostado ao de Bezout
podesse servir aos mesmos fins.

Todos sabem, quanto ¢ difficil . serever
bons . compendios. - Descartes, . Newton , Lei-
bnitz, Bernoulli, &e. (ao intender de d’Alem-
bert) nao teriam feito pouco em produzir
dignamente o de Geometria (*). Nao me
poupei porém a desvelo e a trabalho al-
gum, para que as doctrinas fossem expos-
tas com methodo e clareza: e quiz antes
ser algumas vezes miudo, do que vago nos
enunciados dos Theoremas, e ligeiro nas de-

(*) Pour faire d’excellens élémens de Géométrie, Des-
cartes , Newton, Leibnitz, Bernoulli, &c. n’eussent pas été
de trop. (Alembert.)
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monstracoes; lembrando-me sempre, como diz
o celebre professor de Felice (*), que a prin-
cipal vantajem do studo desta Sciencia, ¢ o
de crear e formar na mocidade o spirito de
Exactidao; falo do spirito geometrico, o unico
que segundo a expressio de outro sabio, é a
verdadeira fonte do discurrer, do inventar, e do
saber. Embora encontre isto a opiniao de mui-
tos, que tendo so por util das mathematicas,
o que pode ter immediata applicacao aos usos
mechanicos da vida, julgam para isso mais
do que suflicientes os enunciados das Proposi-
¢oes. Ja deste mal se queixava o Geometra
portuguez, o Padre Manuel de Gampos, con-
tra aquelles que tendo obrigacio de instruir e
formar verdadeiros mathematicos, como sio Inge-
nheiros, Pilotos , e Architectos, lhes dio sémente
umas doctrinas superficiaes, que nio servem mais
que de crear ignorantes e presumidos com pouca
utilidade do bem publico. Ver-se-4 tambem do

(*) Mais le principal avantage des mathématiques, c’est
la justesse de lesprit, qu’elles produisent chez ceux qui
les cultivent. La prémiere qualité de I'homme, la plus né-
cessaire, celle qui s’étend A toutes ses actions, & tous ses
emplois, et qui etant jointe & la droiture du ceeur, qu’elle
doit mettre en ceuvre, et conduire par sa lumidre, fait
toute sa perfection, c’est la justesse de l'esprit.

Lecons de Logique par Mr, le Professeur de F' eiice.
*
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contexto da obra, que busquei, quanto e
foi possivel, conservar a analogia entre as suas
partes (*). As rectas e os planos, 0s triangulos e
os tetraedros, os parallelogrammos e os paralle-
lipipedos , ckc. sao quasi sempre tractados de-
baixo do mesmo aspecto: e proposicées ha,
que vao transcriptas de huma Sec¢iao as ou-
tras, com a unica differenca de mudar as pa-
lavras linha em drea, e drea em volume.

Algumas_difliculdades se tem encontrado
em demonstrar certas heorias—e-entre Lodas
a das parallelas tem dado mais que intender
aos Geometras. Eu quiz antes valer-me do
principio.da similhanca; e me persuado de
que facilmente se me concederd « Que si
duas rectas que estio inclinadas a respeito
de terceira, concorrem; outras que estiverem
inclinadas do mesmo modo a respeito dessa
ou de outra terceira, similhantemente tam-
bem concurrerio. »

Era egualmente difficil , pelo menos nao se
soube por muito tempo , demonstrar com o ri-

(*) La conservation de I’analogic entre les parties d’'un
méme Traité, est de la plas haute importance, puisqu’en
méme temps qu’ elle aide la mémoire du lecteur, elle
Paccoutume 2 généraliser ses idées.

Lacroiz no disc. prelim. dos Elem. de Geom.
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gor geometrico o Theorema n. 508 (*). Recur-
riam 4 idea dos infinitos; quando Legendre
mais zeloso da exactidao tentou romper as tre-
vas por um modo ingenhoso ¢ elegante. Mas
elle mesmo , e Lacroix que o seguira, nao se
satisfizeram depois com a evidencia desse me-
thodo, como este da a intender na nota da
pag. 163 dos seus Elementos de Geometria,
4.* edicao feita no anno de 1804, em que appa-
rece com oulra demonstracio, qual a que da-
mos com pouca dillerenca nestes Elementos: e
a suppoe achada em primeiro logar por Mr.Am-
pére, Professor na Schola central de Lyzo (*).
Nos porém lha nao concedemos em honra das
Letras portuguezas; e declaramos que a temos
lido nos Elementos de Geometria do Padre
Manuel de Gampos, impressos em Lisboa no
anno de 1735, e por conseguinte muito ante-
rior a Mr. Ampére. Niao queremos com isto

(*)  Veja-se o mesmo discurso preliminar.

(**) Elle se expressa desta'maneira: Si on ne regarde
pas celte égalité comme évidente, on la prouvera ainsi qu’il
suit. I dando a demonstragio, accrescenta : Cetle démons-
tration trés-simple paroil avoir éLé trouvée en premier
licu par Mr. Ampére, Professeur i I'Ecole centrale de
Lyon. Veja-se o citado Ensaio a p. 526.

Esta mesma demonstragio vem ja nos Elementos de Geo-
metria de Legendre impressos em 1812, 9. edigio.
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tirar o merito a este Professor; que pode bem
ter-se encontrado em seu raciocinio com 6
Geometra portuguez: s6 nio consentimos que
se attribua a aquelle a gloria de primeiro no
invento; nem ainda & José Anastasio da Cu-
nha, ecomo alguns pretenderam, alias Geo-
metra de mui distincta reputacao.

De certas applicagdes, taes como alinha-
mentos, medicdo de distancias, configura-
¢oes, &c. intendi desnecessario tractar aqui,
tanto por terem logar proprio na Frigonomelria
rectilinea, como por que requerem o conheci-
mento de alguns instrumentos, para o qual
nao basta unicamente a descripcao delles.
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ADVERTENCIA.

Intendemos por construccoes geometricas aquellas opera-
coes graphicas, em que so se emprega a regua, e 0
Compasso.

Os numeros , que se encontrarem entre parenthesis , sio
citacdes de alguma proposicao destes Elementos. Por ex. (14)
indica a proposicio ou § 14: e (1.°), ou (2.°), &c. indica
a parte ji demonstrada da proposicio de que se Lracta,
oudo § que se cita.

Az, significa Awioma, isto ¢, uma proposicio por
si mesma cvidente.

T heor. » Theorema, isto ¢, uma proposicao, que
se ha de demonstrar.

Probl, » Problema, isto ¢, uma questio que
se ha de resolver.

Coroll. » Corollario, isto ¢, uma consequencia
de proposicio demonstrada.

Schol. » Scholio, isto ¢, uma reflexio sobre algu-
ma ou mais proposicoes precedentes.

Solug. » Solugao.

Demonstr. » Demonstragao.

Hyp. » Hypothese.

Constr. » Construcgao.

Nio damos a explicacio dos signaes algebricos, por
suppormos no leitor principios de Algebra, pelo menos
alé &s equacoes lineares.
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Nogées geraes e definigdes.

A o i

e Conmdcramos 0s corpos, somente como por-
¢oes de extensio penetraveis, divisiveis, eafiguradas.

Notamos em qualquer delles tres dimensoes: com-
primento, largara; e profundidade.

Si abstrahindo a profundidade, contemplamos so o
exterior do corpo; temos a idea da superficie.

Si na superficie abstrahindo a largura, attende-
mos unicamente ao comprimento; temos a idea da
linha.

Si na linha abstrahindo o comprimento, considera-
mos somente o logar em que ella comeca ou termina;
temos a idea do ponto.

Conseguintementet

Corpo ¢é uma extensdo com tres dimensoes: com-
primento, largura, e profundidade.

Superficic ¢ uma extensaio com duas dimensoes:
comprimento, e largura.

Linha ¢ uma extensio com uma so dimensio: com=
primento.
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Ponto é o logar da Extensio, que se considera sem
dimensao alguma.

2. Todo o spaco terminado, ou por uma ou mais
linhas, ou por uma ou mais superficies, diz-se
figura.

5. Intendemos por wolume a quantidade de ex-
lensao com tres dimensoes, que um corpo occupa:

E por drea a quantidade de extensio superficial que
se contém em uma figura.

4. Duas figuras sio eguaes, quando Podem ajus-
tar-se per fcll‘lmcnte entre si.

T ——
DeIGE £u Bt :"'_':'."-:-"';"-ﬁﬁ-...'

i e S D D

PRIMEIRA_ SLC GAO.

r—;-ns-—~—
Das linhas.

5. Entre as linhas distinguem-se rectas, e curvas.

Chamam-se rectas aquellas linhas que ‘nio podem

dous pontos communs, sem que se confundam
inteiramente:  °

E curvas as que nio sdo rectas.

6. Coroll. Dous pontos dados determinam a situa-
¢ao de uma recta: e ao mesmo tempo a sua grande-
za, si estes dous pontos sao extremos della. '

sta se diz ser a' distancia veciproca dos dous
pontos.
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7. Nomea-se um ponto com uma letra: e uma
recta com duas, posta cada uma nos extremos da
recta. Assim a recta (fig. 1) tirada entre os dous
pontos 4, B, se nomea a recta AB.

8. As linhas medem-se com outras linhas: porém
geralmente a medida commum das linhas, e a mais
simples, ¢ a recta. Medir uma linha recta, ou curva,
¢ procurar a relacio, que ha entre essa linha e uma
recta conhecida, a qual se considera entio como uni-
dode. Por ex: quer-se medir a recta AB (fig. 2),
isto &, achar a relacio, que ha entre AB e outra recta
DE, que se tomou para medida. Para isso se pro-
cederd da maneira seguinte.

Si for AB> DE, applique-se DE pelo seu compri~
mento successivamente sobre 4B, em quanto nesta
se podér ir contendo, comecando de 4 para B.
Supponha-se que applicada duas vezes até €, ficou
o resto OB <DE. Serda AB=2DE--CB. Applique-se
do mesmo modo o resto OB sobre DE : e suppo-
nhamos tambem que applicado tres vezes até F, so-
brou FE<CB. Serdi DE=3CB+4FE. Continue-se
da mesma forma com este segundo resto: e demos
que finalmente accontega caber FE em OB cinco ve-
zes sem resto algum. Sera OB = 5FE: e por tanto
DE=16FE: e AB_J,FE' ou AB =15 DE: valor
conhecido, pois ¢ expresso na medida que se esco-
lheu. Donde se vé 1.°: Que as linhas AB, DE estio
entre si, como os numeros 37, e 106; por quanto
AB : DE :: 37 : 16. 2.°: Que FE é a maior medlda
commum que ha entre as linhas 4B, DE.

Si neste processo ainda ficasse resto ; continuar-se-

>
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hia do mesmo modo. E como todas as vezes que o
houver; se pode assim continuar, segue-se que, ainda
quando nio possamos achar exactamente a relagio
entre duas linhas, sempre nos podemos aproximar
della quanto quizermos; e pelo menos, sem erro
sensivel, exprimir em numeros a relacio que se dé
enlre ellas. Taes linhas dizem-se incommensuraveis.
.9 A fim de facilitar a intelligencia do que vamos
a dizer dcerca das linhas, supporemos nesta 1.* Sec-
¢io, e ma 2.°, que todas as linhas e figuras estio de
scriptas sobre a mesma superficie plana. '
- Lhama-se superficie plana, ou plano simplesmente,
aquella superficie, sobre a qual se pode exactamente
applicar uma recta em todos os sentidos, E a que nio
¢ plana, chama-se superficie curva.

10. Coroll. A recta, que tem dous pontos em unt
plano, existe toda nelle.

11. A linha curva, que nio pode ser eortada por -
uma recta em mais de dous pontos, diz-se convera..

12. Aaz. De todas as linhas, que terminam nos
mesmos pontos, a recta ¢ a minima: e entre asque
estio da mesma parte da recta, a convexa interior ¢
sempre menor do que qualquer outra exterior.

15. A superficie curva, que nio pode ser atra-
vessada: por uma recta em mais de dous pontos diz-
se - convexd.
2af4. Az. De todas as superficics, que terminam
nas mesmas linhas, a plana ¢ -a minima: e entre as
que- estao da mesma parte da plana, a convexa inte-
riov & sempre menor do que qualquer outra exterior..
wed Doo s dacil-ver, «que’ a quaesquer tres -poiitps

#
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se pode applicar um plano. Por quanlo assentado o
plano sobre a recla tirada por dous desses pontos, si
o fizermos gyrar sobre ella, necessariamente ha de'ir
encontrar o terceiro ponto, prolongado o plano, si for
preciso.

16. Turor. Si dous planos tiverem tres pontos
communs, que ndo estejam em linha recta, confun-
dir-se-hdo inteiramente.

- Demonstr. Sejam os pontos (fig. 3) 4, B, C,
communs a dous planos. Tirem-se as rectas 4B, BC
AC. Lstarao todas tres em ambos os planos (10).
Tome-se qualquer ponto F em uma dellas; e qual-
quer ponto E em outra. Tire-se a recta FE indefinida.
Estard FE tambem em ambos os planoss por ter os
dous pontos F, E, em ambos elles. O mesmo accon-

“tecerd a respeito de qualquer outra, que se tirar.
Logo os dous planos tocam-se por toda a parte. Por
conseguinte confundem-se inteiramente.

17.  Coroll. Tres pontos, que nio estio emlinha
recta, determinam a situacio de um plano.

18. De todas as linhas curvas tractaremos unica-
mente da circumferencia do circulo.

Chama-se eirculo a figura terminada em um plauu
por uma so linha, a qual tem todos os seus pontos
equidistantes de outro ponto do mesmo plano. Este
ponto: chama-se centro do . circulo.- A linha que o
termina, cireumferencia. As rectas tiradas do eentro
para a circumferencia; raios. E a que passa pelo cen=
roy e termina -decuma e oulya parte na cireumfe-
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rencia, diametro. Qualquer porcao da eircumferencia,
arco. A recta, cujos extremos sio 0s mesmos de um
arco, corda, ou sublensa. A porgao do circulo termi-
nada por um arco e pela suacorda, segmento: e por
um arco e pelos raios que interceptam esse arco,
sector.

N. B. Denotarcmos algumas vezes os arcos com este
signal ™ posto por cima das letras que marcam seus
extremos, a {im de os distinguirmos das cordas,

19. Turor. O diametro divide a circumferencia, e
o cireulo, em duas partes eguaes

Seja (fig. 4) o circulo CAEBDA, cujo centro é
C; e AB um diametro. Digo que a circumferencia e
o circulo eslio diyvididos por 4B em duas partes
eguaes.

Demonstr. Imagine-se dobrada a figura pelo diame-
tro AB; e applicado um ponto do segmento AEBCA
sobre o segmento ADBCA. O plano daquelle se ajus-
tard sobre o deste (16): e todos os pontos do arco
AEB cairdo sobre o arco ADB; por que o raio,
que se tirasse para um ponlto & ou 4, que nao cais-
se sobre ADB, seria > ou < 0D raio do mesmo cir-
culo: © que ¢ contra a definicio (18). Logo o
arco AEB se ajustard sobre o arco ADB, e lhe serd
egual; pois tem os mesmos extremos. Por conse-
guinte AEBCA—=ADBCA. Mas ambos os arcos fazem
a circumferencia, e ambos os segmentos o circulo.
Logo cada arco ¢ a metade da circumferencia, ou
uma semi-circumferencia: e cada segmento a me=
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tade do circulo ou semi-circulo. Logo o diametro
divide a circumferencia: e o circulo em duas partes
eguaes.

20. Assentaram em repartir a circamferencia do
circulo em 360 partes eguaes, a que deram o no-
me de graus: cada um destes em Go partes eguaes,
a que chamaram minutos: cada minuto em outras
6o partes eguaes, a que chamaram segundos: e as-
sim  foram successivamente subdmdmdo , dando a
estas subdivisoes de Go em 6o os nomes de minutos,

segundos,: terceirossRelinng G w-Sagl .
O grau denota-se com o signal. . . . °

O minuto . B3

O segiindo: 53R O, i onnh 4

&e, '

Por ex: 5° 47 i quer dizer 5 graus, 47 mi-
nutos, € 52 segundos.

————— R e————

Dos angulos e sua medida.

21. Duas rectas, que concorrem em um ponto,
estio ambas no mesmo plano ( 17 ); e se diz que fa-
zem angulo.

E formardo sempre um sector, descrevendo-se
com qualquer raio do ponto do concurso, como
centro, um arco que nellas termine ( 18 ). Assim a
um angulo corresponde um arco de circulo: e reei-
procamcnl:_;.
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Em geral se diz que fazem angulo duas linhas
que concorrem em um ponto. Este chamase ver-
tice do angulo; e as linhas lados: e conforme estas
sao , rectas ou curvas, ou uma recla e ‘a outra
curva, se lhe dd o nome de angulo rectilineo ,
curvilineo, ou mixtilineo.. Si os lados se prolongam
do vertice para a outra parte; o angulo formado pelo
prolongamento dos dictos, diz-se wverticalmente op-
posto a respeito. do primeiro: e reciprocamente.
Fig. 6. - 2

22. Nomea-se um angulo com tres letras, ‘das
quaes a media se péesnowertice, e cada uma das ou-
tras em seu lado. Assim para dizermos o angulo for-
mado pelas duas linhas AC, BC ( fig. 5) diremos o
angulo ACB , ou BCA : ou simplesmente €, quando
nao mais de um angulo tiver o vertice no mesmo
ponto; por que no caso conirario, dizendo-se so-
mente €, como na fig. 6, nao saberemos de qual
dos angulos se fala.

Tractaremos unicamente dos angulos rectilineos.

25. Dous angulos sio eguaes, quando applicado
o vertice de um sobre o vertice do outro, e ajus-
tado um lado sobre um lado, os outros dous tam-
bem se ajustam, sobrepostos os planos. Mas si' en-
tre 05 dous lados de um cae o segundo lado do
outro; aquelle angulo se diz maior do que este, ou
este menor do que aquelle: ¢ é neste sentido que
os consideramos como grandezas.

A grandeza pois de um angulo ndo depende “da
de seus lados.
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24, Turor. Si dous sectores do mesmo circulo, ou
de circulos eguaes , tiverem arcos eguaes; terdo angu-
los eguaes, dreas eguaes, e serdo eguaes. E o que
tiver maior arco; terd mator angulo, maior drea,
¢ serd mator.

1.°  Sejam ( fig. 7 ) os sectores CAB, CDE do
mesmo circulo: ¢ AB=DE. Digo que o angulo ACB
é —angulo DOE ; a édrea CABC = 4rea CDEC ; e os
sectores eguaes. " :

Demonstr. Dobre-se a figura, de modo que o raio
CB se ajuste sobre o raio CD. O arco BA se ajustard
sobre DE (18 ): e por ser AB=DE (hyp. ), o
ponto A caird em E. Logo tambem CA se ajustara
sobre CE (5 ); o angulo ACB cobrird exactamente o
angulo DCE; e a 4rea CABC a f4rea CDEC: Logo
ACB=DCE; CABC —=CDEC; e eguaes os sectores,
pois se ajustam perfeitamente.

2.° Seja porém AD > DE. Digo que o angulo ACD
>angulo DCE; a area GADC >érea CDEC; e o se-
ctor CAD > sector CDE. :

Demonstr. Por quanto é AD > DE; haveri em AD
uma por¢io AB=DE. Tirese CB. Serf o angulo ACB
—angulo DCE ; a darea CABC—=area CDEC ; e o sector
CAB—=sector CDE ( 1.°). Mas ¢ evidentemente o an-
gulo ACD > angulo ACB; a édrea CADC > édrea CABC ;
e o sector CAD > sector CAB. Logo tambem o angulo
ACD > angulo DCE ; a érea CADC > érea CDEC; e o
sector CAD > sector CDE.

25. Coroll. 1.° Reciprocamente : si dous sectores
do mesmo circulo, ou de circulos eguaes, tiverem

B



angulos eguaes, terdo arcos eguaes, areas eguaes,
e serio eguaes. E o que tiver maior angulo, tevd
maior arco, maior irea, e sera maior.

26. Coroll. 2. Dividindo pois a circamferencia
de um circulo em quaesquer partes eguaes, AB,
BD, DE, &c., e tirando para os pontos da divisio
os raios 04, CB, CD, CE, &c.; os angulos ACB, BCD,
DCE, &c., assim como os respectivos sectores, serao
eguaes, E por isso teremos ACB : BCD : DCE : &e. ::
AB : BD : DE : &c.; e logo ACB+BCD+-DCE+- &e.
(somma de todos os antecedentes): @—l—@—{—fﬁ'
+&e. (somma de todos os consequentes ) :: ACB ( um
so antecedente ): AB ( seu consequente )3 ow como
qualquer numero de vezes ACB para o mesmo nu-
mero de vezes AB. Por ex. :: ACD : AD :: ACE : AE
:: &e.

Do mesmo modo se comparam as ércas.

27. Tueor. Postas duas grandezas deseguaes; si
da maior se tirar ndo menos da metade; ¢ do resto
ndo menos da metade; e assim se continuar; ficard
por fim um resto mais pequeno do que a menor da-
quellas duas grandezas.

Demonstr. Seja a grandeza A> B. E’ evidente que
algum multiplo de B excederd A. Si for 5 B> 4; com
mais razao serd 4 B>A. Sifor 5 B>A4, ou6 B> A,
ou7 B> 4; tambem com mais razdo serd 8 B> 4; &e.
Logo havera sempre um multiplo da forma 2. 2. 2. 2.
....2 B>A, Elogo 3. 3. 3. 3..34<B:

Tirando mais da metade serd o resto muito menor.
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28. Turor. Os angulos estao entre si, como os ar-
©os dos sectores formados sobre os seus lados com 0 mesmo
raio; ou tambem como as dreas dos mesmos sectores.

Sejam ( fig. 8 ) os angulos ACB, DEF: e sejam os
arcos AB, DF, descriptos com o mesmo raio. Digo
que é ACB : DEF :: AB : DF.

_ Demonstr. Supponha-se tomado de A para B o arco
AG=DF. Tire-se CG. Serd o angulo ACG=DEF ( 24 );
e ACB : ACG :: A'B AG. Por ' que si ndo for ACB

ACG..AB AG, serd cqmo...AB ‘para um arco > ou
< AG. Seja:: AB:arco~ A6, isto &:: AB : Ar. Conceba-
se dividido 4B em tantas partes eguaes, que um dos
pontos da divisao cdia entre r e G, por ex. i. Tire-se o
raio ('i. Teremos ACB : ACi: ,A_ﬁ Ai. (26). Mas tambem
supﬁgsemos ACB : ACG :: AB : 1r-. Logo ACi: 406

s AT Ar. Mas ACi> ACG : logo Ai>Ar: o que ¢
absur(_lo. Pois seja:: AB: arco < AG, isto é :: AB
: Ar!. Conceba-se dividido 4B do mesmo modo, até
que um dos pontos da divisao cdia entre 7! e &, por
ex. i'. Teremos da mesma forma 4CB: ACi':: AB
: A4i'. Mastambem supposemos 4CB: ACG :: t AB: Ar!.
Logo ACi': ACG :: 4! : Ar'. Mas ACi! < ACG: logo
1;'(11: : 0 que é 1b‘§mdo E pois nio ¢é ACB : ACG
:: AB : arco >ou< AG; serd :: AB : AG. Mas ACG
DEF, ¢ 16=DF (constr.; Logo ACE : DEF :: AB:DF- |

Da mesma forma discurreremos a respeito das :
areas.

29. Coroll. Pois os angulos sio propprcionaes aos
arcos dos sectores formados sobre os seus lados com
o mesmo raio; segue-se que podemos representar os
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angulos pelos dictos arcos; e conhecer por meio
destes a grandeza daquelles. Com effeito

~Seja ACB ( fig. 5) um angulo que se quer medir:
e n° o numero dos graus e partes do grau do arco do
sector formado sobre os seus lados. Denotando 1°
0 grau angular, ou angu!o correspondente ao arco
de 1°; teremos 1° : n® ¢ 1 "1 ACB. Logo ACB="%
X 1°=naX1"=n"": onde se v&¢ que o angulo vem
expresso em medidas angulares, e pelo mesmo nume-
ro dos graus, e parles do grau, de que consta ©

{w)
arco. P(‘ln que [)fltl{’ arco ]'(’pl‘(‘qCﬂ[Ell‘ 0 Eln“’ll!O' eé

neste sentido que- d»aqu-om..chan;;,_@wmua qu(, Ihe

serve de medida.

——— R
Das perpendiculares, e obliquas.

J0. Tueor. S8i uma recta cair sobre outra; fard
com esta, prolongada si for necessario, dous angulos,
cada um de sua parte, que junctos valerdo 180°

Caia (fig. 9 ) a recta AC sobre a recta BD, fazen-
do com esta os dous angulos ACB, ACD. Digo que
ACB+ ACD=180".

Demonstr.  Faca-se centro em €, e com qualquer
raio CE descreva-se a semi-circumferencia EFG. Sera
EF amedida: de ACB, e FG a medida de ACD (29)
Porém fﬁ—,‘—ﬁ fazem 180°. Logo ACB+ACD=180".

31. Coroll. 1.° Si os dous angulos sio eguaes;
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cada um ¢ = o": e chamam-se angulos rectos; e a li-
nha incidente perpendicular. Si deseguaes; o maior
é>090°,¢0 mehor<90°: e chama-se aquelle , angulo
obtuso; e este, angulo agudo; e a linha incidente,
obliqua. .

32. Caroll. 2.° Logo si uma recta for perpendicu-
lar & outra recta, tambem esta o serd a respeito da-
quella.

53. - Dous angulos, cuja somma ¢ 180°, dizem-se
supplementos um do oulro: e aquelles, cuja somma,
ou differenca é go°, dizem-se complementos..

34.. Coroll. 1:* Os angulos, que sio cguaes, tem
Su]_\plom(ul.o.': eguaes, e complementos eguaes. E
reciprocamente: os que tem supplemenl.cs eguaes, ou
complementos eguaes, sao eguaes; sendo porém ou
ambos agudos, ou ambos obtusos, os que tiverem
complementos eguaes.

35.  Coroll. 2.° Logo os angulos verticalmente op-
postos sao eguaes. Por ex, (fltr ).) ACB — GCF.
Por que ACG ¢ supplemento assim de ACB, como
de GOF.

56. Turor. Por wm ponto ndo se pode tirar mais
do que uma perpendicular a uma recta.

Este Theorema comprehende dous casos: por que
ou o ponto estd na recta, ou fora.

1.°  Esteja o ponto narecta; e scja esta BD ( fig. 9,
e aquelle €. Digo que por € niio se pode tirar mais,
do que uma perpendicular a BD. T

Demonsir, Si ¢é possivel, lirem-se duas; e sejam 64,
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CA!. Pelo n.° 31 se mostra a impossibilidade.

2.° Esleja agora o ponto féra da recta; e seja
esta EF ( fig. 10), e aquelle C. Digo que por C
nao se pode tirar mais do que uma perpendicular
a EF.

Demonstr. Si é possivel, tirem-se duas; e sejam

CA4, CD, que se imaginem continuadas de 4, e D. Si
dobrarmos o plano da figura por EF; ajustar-se-ha
CA sobre o seu prolongamento; e €D tambem sobre
o seu; por serem rectos os angulos que formam em
4, ¢ D, de uma e outra parte de EF. Mas entio
o ponto € commum_as ,{_]_gg_gﬁ%_?ﬂ, deve estar no
prolongamento de uma e outra: logo C4, e €D pro-
longadas tem outro ponto commum: o que ¢ impossi-
vel (5). Logo &c.
57. Tugor. Si duas obliquas a wma recta , tiradas
de um mesmo ponto situado fdra della, forem eguaes;
desviar-se-hao egualmente da perpendicular abaizada
do dicto ponto , e fardo com esta angulos eguaes. E st
as obliquas f[orem deseguaes; a menor se desviard me-
nos, ¢ fard angulo menor.

1. Sejam ( fig. 10 )04, CB, duas obliquas egnaes
tiradas do poanto € para a recta EF. Digo que CA, CB
se desviam egualmente da perpendicular abaixada do
mesmo ponto € sobre EF: isto ¢, DA=DB; e CD
perpendicular.

Demonstr. Supponha-se dividido o angulo ACB em
duas partes eguaes pela recta CD. Dobre-se por €D a
figura. Sobreposto o plano CDA ao plano CDB, a
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recta €A se ajustara sobre CB, por ser o angulo ACD
=DCB (hyp.): e oponto 4 caird em B, por ser
CA=CB ( hyp. ). Logo tambem DA se ajustari sobre
DB (5); e como tem os mesmos extremos, ¢
DA=DB. Mas entio o angulo ADC cobre exacta-
mente o angulo CDB, e por isso ADC=CDB ( 23 ).
Logo CD ¢ perpendicular no meio de AB ( 31 ). E
logo &e. \

Ao mesmo tempo fica provado, que as obliquas
eguaes fazem com a perpendicular angulos eguaes.

2.° Seja porém ( fig. 11 ) CA>CB. Digo que CB
se desyia menos da perpeadicular, do que CA.

Demonstr. Sobre CB continuada tome-se Cr—=CA :
e fazendo centro em C descreva-se com o raio CA
um arco, que passara pelo ponto 7, e cortarda AF em
um ponto 7. Tire-se On. E por que €n=0C4; abai-
xando-se de C sobre EF a perpendicular €D, sera
DA=Dn (1.°). Mas ¢ Dn>DB: logo tambem DA
>DB. Logo CB se desvia menos da perpendicular,
do que CA4.

Do mesmo modo se provara ser 4CD > BCD: isto
¢, que a obliqua menor faz com a perpendicular an-
gulo menor.

38. Coroll. 1. Reciprocamente: si duas obliquas
a uma recta, tiradas de um mesmo ponto situado fora
della, se desviarem egualmente da perpendicular
abaixada do dicto ponto, ou fizerem com esta an-
gulos eguaes; serao eguaes. E as que menos se des-
viarem, ou fizerem angulo menor, serao menores.

59. Coroll. 2.° Logo a perpendicular ¢ a menor
recta que para outra se pode tirar de um ponto si-
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tuado fora. ( Por ella se mede a distancia, que vae de
um ponto a uma recta.)

4o.  Coroll. 3.° De um mesmo ponto situado fora
de uma recta nio se pode tjrar para esta tres rectas
egudes: nem tres, das quaes duas sendo eguaes entre
si, e maiores do que a terceira, estejam do mesmo
lado dessa terceira.

4r. Coroll. 4.° A perpendicular levantada no meio
de uma recta passa por todos os pontos equidistantes
dos extremos dessa recta: e so passa por esses.  Por
que a perpendicular, que de taes pontos se abaixar
sobre a dicta recta, eaiva. no meio della; e ahi nao
pode haver mais do que uma Mﬂéﬂ‘f 36.). E
si fosse possivel passar esta por algam ponto nao
equidistante daquelles extremos, a perpendicular
delle tirada nao cairia no meio da recta: contra o
supposto.

L2.  Schol. Conclue-se pois: que uma recta sera
perpendicular & outra, todas as vezes que passat por
dous pontos, cada um dos quaes diste egualmente
de ouatros dous tomados em est’outra.

43. Turor. Em todo o angulo agudo a perpendi-
cular, que de qualquer ponto de wm dos seus lados
se abaizar sobre o outro lado, caird dentro do dicto
angulo agudo.

Seja (fig. 12) o angulo agudo ABD. Digo que a
perpendicular abaixada de qualquer ponto A de um
dos lados AB sobre o outro BD caird dentro do an-
gulo ABD. '
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Demonstr. Si & possivel, céia fora, como por ex.
AC. A perpendicular, que do ponto B se levantar so-
bre €D, encontrara AC em um ponto E: o que ¢
impossivel ( 36, 2.°). Logo &c. '

44.  Tueor. Si tres rectas fecharem spaco, a som-
ma de quaesquer duas serd maior do que a lerceira.

Sejam ( fig. 13, e 14 ) as tres rectas, que fechem
spaco, AB, BC, CA. Digo que a somma de quaes-
quer duas, porex. ACH+BC>AB, . . . —

Demonstr. Consta do Ax. n.° 12. Péde tambem
demonstrar-se da maneira seguinte. Supponha-se ti-
rada do ponto € sobre AB a perpendicular CD. Sera
AC > AD; e CB>DB. Logo tambem AC-CB > AD -+
DB. Porém AD-| DB (fig. 15) é a mesma 4B, ou
(fig. 14) =AB. Logo AC{+BC> AB.

45, Prosr. No meio de uma recta dada levantar a
perpendicular.

Seja ( fig. 15) a recta AB.

Soluc. Tome-se de um dos extremos A na dicta
recta uma parte arbitraria, que seja porém maior do
que o resto.  Com esta como raio, fazendo centro em
A, descreva=se um- arco EF: e eom o mesmo raio,
fazendo depois centro em B, descreva-se outro GH ;
o qual corte o primeiro em um ponto €. Do mesmo
modo, e com o mesmo, ou diverso raio, determine-
se outro ponto C', ou C!!, ou fique por baixo, ou
por cima da recta AB. Tire-se por estes dous pontos

Cc
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C, €', arecta CC!. Serd esta a perpendicular pe-
dida (42)

46. Sdml Serve esta proposi¢io pan dividir uma
recta pelo meio.

47. Prosr. De wn ponto dado tirar a perpendicu-
lar @ uma recta dada.

Seja (fig. 16) a recta AB; e o ponto C.

Solue.  Faca-se centro em €, e com o raio €D,

, que descrevendo um arco este corte AB; mar-
quem-se os pontos D, E. Destes, como centros, e
com maior raio do que a metade de DE (45 ), des-
crevam-se outros dous arcos, que se cortem em O/,
ou ', Tire-se €C!. Sera esta a perpendicular pe-
dida.

48. Schol. Si o ponto € estivesse na recta 4B
( fige 29 ), fariamos a mesma construceio, tomando
CD—=CE, &c. Porém se tivesse tal situacao, que se
nao podesse marcar um dos pontos D, ou £ (fig. 1'8),
conlinuariamos a recta AB primeiramenle, e fariamos
depois a construcgao.

———meC e ———

Dos arcos de circulo, e das suas cordas: das
rectas consideradas a respeito da circumfe-
rencia do circulo: e das circumferencias con-
sideradas umas a respeito das outras.

h9. Turor. A recta, que em qualquer circulo for
perpendicular a uma corda, e passar por um dos tres
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pontos: centro do circulo, meio da corda, e meio
do arco que essa corda sustém: passard pelos ou-
tros dous. E reciprocamente: a que passar por dous
desses pontos, passard pelo terceiro, e serd perpendi-
cular d corda.

Seja (fig. 19) o circulo CAEA, cujo centro é C;
e a recta CG perpendicalar & corda AB. Digo que
CG passa pelo meio de AB, e da corda.

Demonstr. Tirem-se os raios CA, CB. Segue-se do

Consequentemente a perpendicular &4 corda que
passar pelo meio d’ella, ou do arco, passard pelos
outros dous pontos; visto que tirada do centro deye
passar por aquelles, e por um ponto nio passam duas
perpendiculares & mesma recta (36 ). o

A reciproca ¢ manilesta: por quanto esses Llres
pontos existem todos na mesma linha recta, perpen-
dicular 4 corda ( 6 ).

50. Turon. No mesmo semi-circulo, ou em semi-
circulos eguaes, arcos eguaes tem cordas cguaes, E
arco maior, corda maior,

1.° Seja ( fig. 19) AB=DE. Digo que AB=DE.

Demonstr.  Conceba-se dobrada a ligura pelo dia-
metro, que divide pelo meio o arco BD. Sobrepostos
o0s semi-circulos, o pounto B caird em D, ¢ o ponto 4
em FE, pela egualdade dos arcos ( hyp. ). Logo AB
se ajustard sobre DE. E logo AB=DE.
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2.° Seja porém ( fig. 20) ABS DE. Digo que
AB>DE. y

Demonstr. Pois ¢ AB>DE ; haverd em AB um
arco AF=DE: e seré AF=DE ( 1. ). Tire-se BF; e
do centro € abaixe-sc sobre BF a perpendicular C1.
Tire-se tambem LF. Serd BI—=FI ( 49 ): e logo LB
= RS IoT Mas é AL--LF > AF ( 44 ). Logo AL
+LB> AF: isto ¢, AB> DE.

51.  Coroll. Reciprocamente: no mesmo semi-cir-
culo, ou em semi-circulos egnaes, cordas eguaes
tem arcos eguaes. Li corda maior, arco maior.

"52. Prosr. Fazer em wm ponto dado de uma recta
um angulo egual a outro angulo dado.

Seja ( fig. 21 ) a recta AB; o ponto €; e o an=
gulo acb. '

Solue. Descreva-se do ponto ¢, como éentro, com
qualquer raio cg o arco ge. Tire-se a sua corda eg.
Com o mesmo raio ¢g, ¢ fazendo centro em € descre-
va-se o arco indelinido EH: e com a corda eg, como
raio, e fazendo centro em E, descreva-se outro, que
corte EH em um ponto G. Tire-se pelos pontos O, G
a recta 0. Sera o angulo construido GOB—=acbh: como
se pedia ( 24, e 51).

55. Prosr. Dividir um angulo, ou arco, em duas
partes eguacs.

Seja ( fig. 22 ) o angulo ACB.
Soluc. Faca-se centro em C, e com qualquer raio



Ca descreva-se o arco ab. Tirve-se a sua corda; e no
meio desta levante-se a perpendicular €D ( 45 ). Digo
que o angulo ACB esta dividido em duas partes eguaes

ACD, DCB ( 49 ): como se pedia.

54. Prosr. Dada a circumferencia, ow arco de um
circulo, achar o centro.

Seja ( fig. 23 ) a circumlerencia dada ABD.

Soluc. Tomem-se nella tres pontos A, B, D. Tirem-
se as cordas AB, BD. Levantem-se no meio de cada
uma as perpendiculares FL, EM. Digo que estas con-
currerao em um ponto €; e que este ¢ o centro do
circulo. '

Demonstr. Com effeito o centro deve estar tanto
em FL como ‘em EM (49 ). Logo ha de estar em
uﬁ’@&ﬁt&ﬂ commum a ambas. Logo ellas hiao de con-
eurrer nesse ponto C; e este é o centro.

O mesmo practicariamos, quando dado um arco de
circulo o quizessemos continuar.

55.  Coroll. Duas circumferencias de circulo nao
podem ter tres pontos communs sem inteiramente se
confundirem. Por que as rectas tiradas de um desses
pontos para os outros dous, seriam cordas de ambos
os circulos: e por conseguinte o centro de ambos es-
taria no mesmo ponto do concurso das perpendicula-
res levantadas no meio dessas cordas. Logo a recta
tirada do dicto centro para um daquelles pontos,
seria raio de ambos os circulos; e ¢ evidente que com

o mesmo raio, e centro, nao se descrevem dous circu-
los distinctos.
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56. Tuxror. Uma recta nao pdde cortar a circum=
ferencia de um circulo em mais de dous' pontos. (L
cortando-a chama-se secante).

Demonstr. Si ¢ possivel ( fig. 24 ), corte uma re-
cta a circumferencia ABDA de um circulo em tres
pontos A, a, B. Tirem-se raios para estes tres pontos,
Pelo n. ° 4o se mostra a impossibilidade.

57. Turor. A recta que toca a circumferencia de
um circulo, e nao a corta prolongada que seja, so a
toca. em wn ponto. (L chama-se tangente. )

Demonstr. Si é possivel ( fig. 24 ), toque uma re-
cta a circumferencia ABDA de um circulo em dous
pontos A, B, sem que a corte, prolongada que seja.
Tirem-se raios para estes dous pontos. A perpendicu-
lar, que do centro € se abaixar sobre a dicta recta,
caird entre elles (37 ); e serd menor do que qual-
quer destes raios ( 39 ). Logo ella encontrara a re-
cta dentro do circulo; e por conseguinte esta cor-
tard a circumferencia; o que ¢ contra a hypothese.
Logo &e.

58. Coroll. 1.° A menor recta, que se pode tirar
do centro de um circulo para a tangente, ¢ o raio
que vae ao ponto do contacto. Por que qualquer ou-
tra que se tirasse do cenlro para a tangente, sairia
fora do circulo; e seria por conseguinte maior do
que o raio.

59. Coroll. 2.° I’ pois a langente & circumferen-
cia de um circulo p2rpendicular ao raio, que vae ao



Eootne

ponto- do contacto ( 39 ): e por isso unica nesse
ponto ( 56 ).

60. Schol. Assim havendo-se de tirar a tangente
a qualquer ponto de uma circumferencia, levantar-se-
ha a perpendicular no extremo do raio tirado a esse
ponto: e serd tangente.

61. Turor. Siduas circumferencias de circulo pas-
sarem por wum mesmo ponto da recta, em que estio o0s
seus centros; so lerao commum esse ponto, em que
por conseguinte se tocario. E reciprocamente : si se
locarem em um ponto; esse ponto, e 0s seus centros
estardao na mesma recta.

Sejam ( fig. 25) as duas circumferencias ABDA,
Abd A, as quaes passem pelo ponto A da recta Oe, em
que estdo os seus centros €, ¢. Digo que eslas duas
circumferencias so tem commum o ponto 4, em que
por conseguinte se tocam.

Demonstr. Si é possivel, tenham outro ponto D
tambem commum. Tirem-se as rectas CD, ¢D.
Serd CD-+cD>Cc (44 ). Massi o ponto D ¢ com-
mum a ambas as circumferencias; ¢ CD=CA; e
eD=cA: logo tambem CA+-¢A, isto é, Cc>Cc: o
que ¢ absurdo. Logo &e.

Si as circumferencias forem ABDA, AgdA; teremos
a mesma conclusdo: serd €C!'--C'D>CD; isto ¢, CC'
+-C!'A>CA: absurdo.

Reciprocamente. Toquem-se ( fig. 26 ) as duas
circumferencias ABDA, AgdA no ponto 4. Digo que
este ponto, e 0s seéus centros estaran.na mesma recta.

R}
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Demonstr. Si é possivel, ndo estejam; e seja a recta
Cc, a que passe pelos centros; e estes €, ¢. Tirem-se
a0 ponto do contacto A os raios €4, cA. Serd AC
Ac>Cec. Mas é CA=Cb, e cA=cd: logo tambem Ch
+4-¢d>Cec: o que é absurdo. Logo &e.

Si as circumferencias forem ABDA, Ad'g'A, e Cc!
a recla que prende os centros; se concluird do mes-
mo modo: teremos Cc¢!4-¢'A>CA; isto ¢, Cel4-c!d!
> Cb: absurdo.

62,  Coroll. 1.° Duas circumferencias de circulo,
que se locam em um ponto, fem nesse ponto a
mesma tangente.  Por.gue ella ¢ a perpendicular ahi
levantada sobre a recta, que prende os seus cen-
tros (59 ).

63. Coroll. 2.° Duas circumferencias de  circulo
de raios deseguaes nao se tocam em mais de um pon-
to: nem as de raios eguaes, si estas se tocam exte-
riormente. Por que si a caso se tocassem em dous
pontos ; estes estariam ambos na recta, que passa
pelos centros: e entdo haveria em uma circumferen-
cia dous pontos nio equidistantes do centro: o que ¢
contra a definicido do cireulo.

64. Prosr. Descrever com determinado raio uma
circumferencia de circulo, que togue outra dada em
um ponto tambem dado.

Seja ( fig. 27 ) a circumferencia dada 4D4; ¢ 4 o
ponto, em que se quer que a toque outra descripta
com o raio be.

Solue. Pelo centro € ( que se deve primeiramente
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achar (54 ), si ndo for dado ) e pelo ponto 4, tire-
se a recla indefinida CL. Tomesse de’'4 para L na
recta CL a parte AB=bc; ou de 4 para € na recta AC,

prolongada si for necessario, a parte AC'=bc. Faca-se
centro em B, e com o raio BA descreva-se a circumfe-
rencia AEGA; ou faga-se centro em (', e com o raio
C'4 descreva-se a circumferencia AFA. Digo que qual-
quer destas duas circumferencias satisfaz ao que se-

pede.

65. Prosr. Fazer passar por um ponto dado uma
circumfergncia de circulo, que togue outra dada em um
ponto tambem dado.

Seja ( fig. 28, e 29 ) o ponto B, por onde deve
passar a circumferencia de circulo; e 4 0 da bircum‘fe-
rencia AEGA, em que deve tocar.

Solug. Do ponto 4 tire-se o raio AC'; e para o pon-
to B a recta AB: No meio de 4B levante-se a perpen-
dicular LV; e do ponto C’, em que esta encontrar o
raio CA prolongado, descreva-se com o raio ¢/4 a cir=
cumferencia AFBA. Digo que serd a'circumferencia
pedida. :

Prova-se pelos n.” 61, e 49, dlscurrendo ‘como no
Problema n.°54. Y :

66.  Schol. Si quizessemos  fazer passar por um
ponto dado B ( fig. 30 ) uma circumferencia de cir-
culo, que tocasse uma recta DE em outro ponto dado
Aj; a construcgéo seria a mesma, com a unica differen-
¢a de se levantar no ponto 4 sobre a recta DE a per-
pendicular AC ( 6o ). :

n
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-Comtudo em um e outro caso pode uma vez ser
impossivel o' Problema.

T e
Das parallelas.

- 67 < Ax., Si duas rectas, que fazem angulos com
uma- terceira, prolongadas concorrem; outras. duas,
rectas, que fizerem com a mesma, ou com outra ter-
ceira, angulos respectivamente eguaes para a mesma
banda, similhantemente concurrerao. Com efleito; si
os.angulos ( figi:31 ). CAB, CBA sdo respectivamente
eguaes aos angulos GEF, HFE , e as rectas AC.,, BC
concorrem ; tambem similhantemente concurrerao as
duas EG, FH. :

- 68.. As rectas, que estando no mesmo plano.se
nao encontram, por mais que se prolonguem de uma
e outra parte, chamam-se para!lefcis. ‘A recta, que as
corta, se noméa secante. Diz-se que os angulos forma-
dos pela-secante -com cada uma das parallelas, 'sdo
alternos, quando estao de differentes bandas da secan-
te: internos , quando estio entre as parallelas: e ex-
ternos , quando estio de fora dellas.

69. Turor. Si uma de duas parallelas for perpen=
dicular -a uma terceira recta, tambem a outra o serd.

Sejam- ( fig. 32 ) as rectas parallelas 4B, CD el
seja, AB perpendicular a EF tirada de um-ponto F.da
outra-CD." Digo que tambem CD -sera perpendlcular
a EF.



Demonstr.  Si é possivel, nio seja. Entio um dos
angulos CFE, ou EFD, sera agudo. Seja CFE. De
qualquer pounto C da recta F'C, continuada até onde
o quizermos, abaixe-se sobre FE a perpendicular CO
(43). E’ manifesto que as duas rectas CD, CO fa-
zem com a lerceira FIE o angulo CFE, e o recto
COF; e que as duas CD, AB fazem com a mesma
terceira FI o mesmo angulo CFE , e tambem o recto
AEF. Ora as duas CD, CO concorrem: logo tam-
bem concurrerdo as duas CD, AB (67) o que ¢
contra a hypothese. Logo. &e.

2.° Seja agora. 4B perpendicular a L'I"' tirada de
um ponto £ da mesma A4B. Digo que tambem CD
serd perpendicular a EF em um ponto I, onde esta
ha de encontrala, : :

Demonstr. Gom effeito, como aperpendlcular que
do ponto E se abaixar sobre CD, é tambem perpen-
dicular a 4B, como acabamos de ver (1,°); segue-
se, que ella serd EF ; por quanto de um mesmo ponto
E nio se pode tirar duas perpendiculares a 4B (36).
Logo EF encontrara €D; &e.

70. Coroll. 1.°> Duas rectas parallelas a uma ter-
ceira, sao parallelas entre si. Por que seriam perpen-
diculares 4 mesma recta, que se tirasse perpendicular-
mente sobre a dicta terceira: e por conseguinte nao
podem concurrer (36). :

71.  Coroll. 2.° Logo por um ponto dado féra de
uma recla nio se pode tirar mais do que uma paral-
lela 4 dicta recta,

72. Turor. Si duas rectas cortadas por terceira fi-
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zerem com esla o angulo externo egual ao interno da
mesma banda; serao parallelas entrve si. E reciproca-

mente; si duas rectas parallelas forem cortadas por
terceira, farao o angulo externo egual ao interno da
mesma banda.

Sejam. (fig. 33) as rectas 4B, CD cortadas por
EF': e seja o angulo externo EGB =interno GHD da
mesma banda. Digo que 4B ¢ parallela a CD.

Demonstr. Sendo EGB =GHD (hyp.)se GHD =
CHF (35); e EGB=AGH; serda EGB=GHD=CHF
= AGH : de sorte gue as rectas 4B, CD fazem com
EF para uma banda os mesmos angulos ¢guaes, extex-
no, e inlerno, que para a outra banda, Isto posto: sias
dictas rectas ndo sio parallelas, concurrerdo de uma
destas  bandas. Ora ndo ha mais razao para concur-
rerem desta, e nao daquella: logo concurrerio de
ambas, o _que ¢ impossivel (5). Logo serd. 4B pa-
rallela a CD.

Reciprocamente. Sejam (fig. 34) as rectas paral-
lelas AB, CD cortadas por LF.Digo que o angulo ex-
terno EGB =interno GHD da mesma banda,

Demonstr. Si nao é EGB=GHD ; um delles sera
menor. Seja EGB. Entiao faga-se o angulo LGL=GHD
(52). Sera IL parallela.a €D (1.°). Mas é 4B pa-
rallela a €D (hyp) logo tambem IL parallela a
AB (70): o que ¢ contra a definicio (68). Logo
EGB=GHD. :

73.  Coroll. Duas rectas pms (ﬁg 33) AB, CD
tambem sdo parallelas entre si:

1.7 Quando cortadas por terceira K[, 0sangulos
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alternos internos AGH , GHD sio eguaes. E recipro-
camente. Por que entio o angulo externo vertical-
mente opposto a um desses internos, ¢ egual ao ou-
tro interno da mesma banda.

2.° E pela mesma razio: Quando os angulos al-
ternos externos EGB, CHF sio eguaes. E reciproca-
mente. '

3. Quando os angulos internos da mesma banda
BGH, GHD sio supplementos um do outro. E reci-
procamente, Por que cada angulo interno ¢ supple-
mento do externo, que lhe é contiguos e por isso o
dicto  ‘externo: egual ao outro interno da mesma bhan~
da'(34).

4. E pela mesma razio: Quando os angulos ex-
ternos da mesma banda EG B, DHF sao supplementos
um do outro. E reciprocamente.

74. Prosr. Por um ponto dado féra de uma recta.
tirar a parallela d dicta recta.

Seja (fig. 35) a recta 4B; e o ponto E.

Solug. Tire-se por E qualquer secante ED. Faga-se
em L o angulo DEF =DGB para a mesma banda (52)
Serd EF a parallela pedida (72).

5. lunon. Os angulos, que respectivamente tem
os “lados ‘parallelos , e estao voltados para a mesma
banda , sao eguaes entre si.

Sejam (fig, 56) os angulos 4CB, ach, que tem
os lados parallelos, e estio voltados para a mesma
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banda; a saber, 4C parallelo a ac, e BC parallelo a
be. Digo que ACB = acb.

Demonstr. Continuem-se CB, ca, até concurrérem
em um ponto D. Serd 4CB= CDc; por ser CD secan-
te a respeito das parallelas 4C, ac (75). Mas tam-
bem ¢ CDc=acb; por ser c¢D secante a respeito das
parallelas BC, be. Logo ACB =acb.

256, - Schol. Os an{,ulos (fig. 37, e 38) ACB ach,
que tem os lados parallelos, mas que estio voltados
para differentes’ bandas; ou sio eguaes, ou supple=
mentos entre si. Distinguem-se facilmente, depois do
que dixemos, comparando um com o verticalmente
opposto ao outro. Assim na fig. 37 ¢ 4CB =alch!

75)3 e logo=uacb (35). Na fig. 38 é 4CB=acb'
supplemento de acb (33).

~ 77. . Tnxor. Os angulos, que respectivamente tem
os lados perpendtculares » e estdo voltados para dc/fe—
rentes bandas, sdo eguaes entre si.

“Sejam " (fig. 59, e 4o) os angulos ACB, acb, que
tem os lados respectivamente perpendiculares, e estao
voltados para differentes bandas; a saber, 4C per-
pendicular a ac, e BC perpendicular a bc Digo que
ACB = acb.

- Demonstr. Pelo ponto ¢ tire-se cd parallela a AC, e
ce parallela a BC (74)." Serd cd perpendicular a
ac, e ce perpendicular a b¢ (6g). Logo o angulo
echb serd =dca: ¢ portanto tirando de um e outro
(fig. 39) o commum bed: ou ajunctando (fig. 4o);
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ficard acb—dce. Mas ¢é dce=ACB ( 75 ). Logo- ACB

=uach. : :

-778.  Schol.. Nao se comprehendem’ nesta regra os
angulos ( figi 41 ) ACB, acb, nao obstante terem os
lados respectivamente perpendiculares, e estarem vol-
tados para differentes bandas; pois sao supplementos
entre si, todas as vezes que comparado um com ©
verticalmente opposto ao outro, estes nio estejam
tambem voltados para differentes bandas. Com effeito
é acb, ou a'ch’, supplemento’de ach!=ACB ( 77 ).

«179. «Tugor. Si duas cordas forem parallelas ; ou
o forem uma corda, e uma tangente; os arcos inter-
ceptos serao eguaes entre si. K reciprocamente.

~ Sejam ( fig. 42 ) as cordas parallelas AB, ED. Digo
que AE=BD.

Demonstr. Do centro € abaixe-se sobre uma "das
cordas, AB, a perpendicular CF. Serd tambem Ppers
dicular sobre ED - ( 69 ). Por conseguinte ¢ AF=
BF, ¢ EF=DF (49). Logo si ticarmos EF de AF,
e DF: de'BF; ficard AE= BD

Reciprocamente. Seja AE BD. Digo que AB ¢
parallela a ED. <

Demonstr. Com' effeito a parallela a ED, que se tirar
pelo ponto 4, interceptard com ED um arco -"“A.E
como se acabou de mostrar. Mas ¢ BD=AE (hyp)
Logo a parallela passara pelo ponto B, e serd AB.

Do mesmo modo discurréremos a resPelto das pa—
rallelas corda, e tangente. %

80. Coroll. Quando uma tangente ¢ parallela a

“Ewatb o
"-\.'U‘-Q Dl; "-‘-Fl' klw
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uma corda; o ponto do contacto é o meio do arco,
que essa corda sustém.

81. Schol. A proposicio n.° 79 pode entre outros
usos servir para se tirar por um ponto dado a parallela
a uma recta dada.

Dos triangulos.

82.. O menor mumere de rectas, que se pode
empregar para fechar spago, ¢ o de tres. Concur-
rendo duas a duas, formam tres angulos, que estio
todos no mesmo plano ( 17, e 10 ). Por isso:

Chama-se triangulo rectilinea, ou triangulo simples-
mente, a figura terminada por tres linhas rectas. Cada
uma destas se diz lado do triangulo. Si. todas tres
sao eguaes; chama-se triangulo equilatero, Si duas so-
mente eguaes; triangulo isosceles. Sz todas deseguaes;
triangulo scaleno. .

Distinguem-se pois no triangulo sete.cousas: tres
angulos, tres lados, e a drea.

83. Em todo o triangulo a somma de quaesquer
dous lados ¢ maior do que o terceird \( 44 )u. .

84.  Coroll. Logo com tres rectas quaesquer nem
sampre se forma trlangulo.

85., Turor. A somma dos tres' angulos de quai—
quer triangulo é=180". :



Seja ( fig. 43) o triangulo ABC. Digo que CAB
+ABC+BCA=180".

Demonstr. Prolongue-se um dos lados AC. Pelo
ponto C tire-se CE parallela a AB. Serda CAB—=DCE
(72), e ABC=BCE ( 73 ). Por conseguinte DCE+
BCE, ou BCD=CAB-+-ABC. Mas é BCD+BCA=180°
( 30 ). Logo tambem CAB+ ABC-+BCA=180"

86. Coroll 1.° Um triangulo nio pode ter mais do
que um angulo recto: e entao chama-se triangulo rectan-
gulo. Nao mais do que um angulo obtuso: e.entdo
chama-se triangulo obtusangulo, E pode lelos todos
agudos: e entdo chama-se triangulo acutangulo.

Indistinctamente chamam-se triangulos obliquangu-
los, os que ndo sio rectangulos.

No triangulo rectangulo o lado .opposto ao angu!o
recto chama-se kypatfwnusa
- 87 Coroll. 2.° Os dous angulos agudos. de um
triangulo rectangulo sdo entre si complementos.

88. Coroll. 5.° Quando dous angulos de um trian-
gulo, ou a sua somma, siao eguaes a dous angulos de
outro triangulo, ou & sua sommaj; o terceiro angulo
de um ¢ egual ao terceiro angulo do outro.

89. Coroll. 4.° Dados dous angulos de um trian-
gulo, ou a sua somma, acha-se o valor do terceiro,
tirando a dicta somma de 180°.

. go. Schol. No mesmo Theorema fica incidente-
mente provado, que produzindo-se qualquer lado
AC de um triangulo, o angulo externo BCD ¢é egual
a somma dos dous internos CAB; ABC, que lhe sao
_oppostos. P
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g1. Tueor. Si em algum triangulo forem eguaes
dous angulos; os lados, que lhes sio oppostos, serdo
eguaes. E si forem deseguaes dous angulos; serd maior
o lado opposto ao angulo maior.

1.° Seja ( fig. 44 ) no triangulo ABC o angulo
ACB=BAC. Digo que AB=BC.

Demonstr. Imagine-se virado o triangulo ABC, e
posto sobre si mesmo de modo que o ponto A fique
em €, e C em 4. E’ manifesto, que o lado AB se
ajustaré perfeitamente sobre CB, e este sobre aquelle,
Rox serem eguaes os angulos ACB, BAC (hyp). Logo
é AB =BC.

2.° Seja porém ( fig. 45 ) o angulo ACB>BAC
Digo que 4B > BC.

Demonstr. Faga-se o angulo ACD—=BAC. Sera AD
=DC ( 1.° ). Mas ¢ DC+DB > BC ( 83 ). Logo tam-
bem AD-}-DB, isto ¢, AB> BC.

g2. Coroll. 1.° Reciprocamente : si em algum tri-
angulo forem eguaes dous lados; os angulos que lhes
sao oppaostos, serdo eguaes. E si forem deseguaes dous
lados; serd maior o angulo opposto ao lado maior.

93. Coroll. 2.° O triangulo, que for equilatero,
serd equiangulo. E reeiprocamente.

94. Tusor. Si em dous triangulos, sendo dous
lados de um respectivamente eguaes a dous lados do
outro, for o angulo formado pelos primeiros maior
do que o angulo formado pelos segundos; o terceiro
lado opposto ao maior angulo serd maior do que o
terceiro opposto ao menor. E reciprocamente.
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Sejam (fig. 46 ) os triangulos ABG, CBD, nos
quaes. BC ¢ commum, AB=BD, e o' angulo
ABC > CBD. Digo que. AC> CD.

Demonstr. Divida-se o angulo ABD em duas partes
eguaes pela recta BE (55 ). Tive-se 4D. Serd BE
perpendicular no meio de AD (37); porser AB=BD
(hyp.)s1e cortardi AC em um ponto E. Tire-se DE.
Serd AE=DE (38), e por isso o angulo ADE=EAD
(92). Mas é o angulo 4DC> ADE: logo tambem
ADC>EAD. E logo AC>CD (gv).

Reciprocamente. be;a AC>CD. Digo que o angulo
ABC> CBD.

Demonstr. Pov ser AC > CD (hyp. ); serd o angulo
ADC > CAD (g2). Faca-se pois o angulo ADE=CAD:
e tire-se EB. Serd AE=ED (g1 ). Ora tambem
AB=BD (hyp.). Logo BE ¢ perpendicular no meio
de AD (42): e por consegainte o angulo ABE=EBD.
E logo ABC>CBD.

95. Prosr. Descrever uma circumferencie de cir-
culo, “que passe pelos vertices dos tres angulos de um
triangulo.

Seja (6g. 47) o triangulo 4BD. :

Solue. Levantem-se no meio de cada um de dous
lados 4B, BD as perpendiculares LM, NO, as quaes
neeessariamente concurrerdo em um ponto €: por que
nao concurrendo, seriam parallelas; e por conse~
guinte  AB, perpendicular a LM (constr.), seria
tambem perpendicular a NO (69), prolongadas am-
bas; e entao por ser BD tambem perpendicular a NO
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(constr.), teriamos duas perpendiculares a esta recta
tiradas de um mesmo ponto B: o que ¢ impossivel
(36). Descreva-se pois do ponto €, como centro, e
com um dos intervallos 04, ou CB, como raio, a
circumferencia do circulo. Digo que esta passara pelos
tres pontos 4, B, D.

Demonstr. Com effeito o ponto € dista tanto de 4,
como de B, como de D (/41).

Chama-se a esta construcgao circumscrever um circu-
lo a um triangulo: e o circulo se diz estar circumscripto
e o triangulo inscripto. Em geral, quando as rectas,
que terminam uma figura (4s quaes se dd o nome
de lados) sio todas cordas de um circulo, a fi-
gura se diz estar inseripta, e o circulo circum-
seripto. E reciprocamente : o circulo se diz estar
inscripto, e a figura circumseripta, quando os lados
da figura sio tangentes ao circulo.

——— G C—————
Dos angulos considerados mno circulo.

96. Tuzror. O angulo, que encontrando com seus
lados a circumferencia de um circulo, tiver o vertice:

1.° Na circumferencia; terd por medida metade
do arco intercepto pelos seus lados.

2.° Dentro do circulo; terd por medida metade do
arco intercepto pelos seus lados , e mais metade do arco
intercepto pelos mesmos lados prolongados do vertice

3.0 Fdra do circulo; terd por medida metade do
arco concavo menos metade do areo convexo, interceplos
pelos dictos lados.
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1.° Seja (fig. 48 e 49) o angulo, que tem o ver-
tice na circumferencia em B. Este ou ¢ formado por
uma corda e um diametro; ou por um diametro e
uma tangente; ou por duas cordas; ou por uma corda
e uma tangente. Seja (fig. 48 ) pela corda AB e
pelo dmmetro BD. Digo que ABD tem por medi-
da 3 AD.

Demonstr. Tire-se o raio CA. Teremos no lriangulo
ABC o angulo ACD=CAB-+ABC (9o). Mas é ABC
=CAB (92 ), por ser AC=BC : logo ACD=2 ABC;
donde ABC= 3 ACD. Mas ACD tem por medida AD.
Logo ABC, ou ABD, terd por medida 3 AD.

Sendo o angulo feito ( fig. 49 ) pelo diametro BE e
pela tangente BF, estd provado que vale a metade da
semi-circumferencia BE (59 ).

Quanto ao angulo formado por duas cordas; ou por
uma corda e uma tangente; facilmente se demonstra-
r4, tirando-se pelo vertice um diametro, com o qual
o angulo proposto ficard sendo somma, ou differenga
de dous angulos, de cada um dos quaes a medida é a
metade do arco intercepto pelos seus lados, como se
acaba de mostrar: e assim a medida do angulo proposto
vird a ser a semi-somma, ou a semi-differen¢a desses ar-
cos; isto ¢, a metade do arco intercepto pelos lados do
angulo, Comeﬁ'elto (fig. 49) tirado o diametro BE, temos
ABD'=ABE-EBD', cuja medida ¢ ! AL'+§ED"*—
3$4D!' : ABD=ABE—DBE, cuja medida ¢ 3 AF —
3DE=3%AD : DBF=DBE--EBF, cuja medida ¢
$DE +3EB=3DB : D'BF—=EBF—EBD' —{EB—
3ED'=3D'B.

2.° Seja agora ( fig. 50 ) o angulo 4BD, que tem
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o vertice dentro do circulo. Prolonguem-se os seus
lados até encontrarem a eircumferencia nos pontos E,
F. Digo que ABD tem por medida 3 AD-+' 4 EF.
. Demonstr. Tire-se a corda ED. Teremos no trian-
gulo BED o angulo ABD=AED--BDE (9o ). Mas
AED tem por medida } AD; e BDE % EF. ‘Logo ABD
terd por medida } AD+ 3 EF. .
3.° Seja finalmente (fig. 51) o angnlo, que tem
o vertice fora do circulo. Este ou ¢ fmmado por duas
secantes; ou por uma secante e umu tangente ; 6u por
duas tangentes. Seja pelas secantes 4B, BD. Digo
que ABD tem por medlsla_g.AD 1 EF, '

Demonstr. Tive-se a corda ED. Teremos no trian-
gulo BED o angulo AED=ABD4-BDE; donde ABD
—=AED—BDE. Mas AED tem por medida:4 ,4!) e
BDE 4 EF, Logo ABD teré por medida } AD— 4 EF.

Quanto ao angulo formado por uma secante e uma
tangente; ou por duas tangentes; demonstra-se do
mesmo modo. :

97. Coroll. 1.° 530 pois eguaes lodos as (mnulns,
que tendo os vertices na civcumferenciay interceptam
com seus lidos o mesmo arca, ou arcos eguaes. .« .

98. Coroll. 2.° E’ recto o angulo; que tendo-a
vertice nma circamferencia, toca com seus lados os
extremos do diametro.

09. Schol. Na primeira parte deste Theorema se de-
ve intender tambem comprebendido o angulo DRE
(fig' 52), no qual um dos lados em vez de ser acors
da 4B, ¢ o seu prolongamento BE. E com elfeito este
angulo tem por medida metade do arco ABD inter-
eepto pelos seus lados: por quanto lirando a corda 4D,
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¢ o angulo DBE=ADB-+BAD, que tem por medida
1 AFB- 1 BGD.

100. Proer. Levantar a perpendicular no exiremo
de uma recta, a qual do dicto extremo se nao pode
continuar.

Seja ( fig. 53 ) arecta AB; e o extremo B.

Soluc, Tome-se fora da recta o ponto C, tal, que
a circumferencia BDEB descripta delle, como centro,
com o raio CB, corte a recta AB em um ponto D.
Tire-se por D o diametro DE: ¢ do ponto E, onde
este ‘encontra a circumferencia, dirija-se ao ponto B

a recta EB.. Serd EB a perpendicular pedida ( 98 ).

101.  Provr. De um ponto dado féra de um cir-
ctlo,; tirar uma tangente d circumferencia desse circulo.

Seja ( fig. 54 ) a circumferencia do circulo ABDA;
e o ponto E.

Soluc. Do ponto £ ao centroC do circulo tire-se a
recta EC; e sobre esta, como diametro, descreva-se a
circumferencia AEBA, que cortard a primeira nos
pontos A, B. De cada um destes para E tirem-se as
rectas AE, BE. Digo que qualquer destas duas rectas
satisfaz ao que se pede.

Demonstr. Tirem-se os raios €A, CB. Serio rectos
os angulos CAE, CBE ( 98 ): e por tanto AE perpen-
dicular no extremo do raio CA; e BE no extremo do
raio CB. Logo AE, BE, sao tangentes a clrcumferen-
cia ABDA { 60 ). Logo &c.
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Dos casos de egualdade dos triangulos.

102. Turor. Dous triangulos s@o eguaes, quando
tem dous lados respectivamente eguaes, e egual o angulo
formado por esses dous lados.

Sejam ( fig. 55 ) os triangulos ABC, abc: e seja
o lado AB—uab; AC = ac; e o angulo 4 = angulo
a. Digo que o triangulo ABC ¢ egual ao triangu-
lo abe.

Demonstr, Sobreponha-se um triangulo ao. outro,
a;pp]icajldo o ponto 4 ao ponto @, e ajustando o lado
AB sobre o lado ab. O ponto B caira em b, porser AB
=ab (hyp. ): o lado AC se ajustard sobre o lado ac,
por ser o angulo A= angulo @ ( hyp. ): e o ponto C
caird em ¢, por ser AC=ac ( hyp. ). Logo tambem
o lado BC se ajustard sobre o lado bc, e lhe serd
egnal (5, 6); pois tem os mesmos extremos. Mas
entao o angulo B cobre exactamente o angulo b; o
angulo € o angulo ¢; e a édrea ABCA aarea abea (16).
Logo os dous triangulos se ajustam._perfeitamente.
E por tanto sio eguaes.

105. Coroll. Um triangulo é determinado intei-
ramente, quando se ddo dous dos seus lados com o
angulo formado por elles.

104. Schol. Convém observar ( ¢ o mesmo suc-
cede nas tres proposicoes seguintes) que os angulos
respectivamente eguaes nos triangulos egnaes, sao os
que ficam oppostos a lados respectivamente eguaes.
Assim ao lado AB=ab fica opposto o angulo C=c.
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“105. Tnror. Dous triangulos sdo eguaes, quando
tem “um lado egual, adjacente a angulos respectiva-
mente eguaes; ou adjacente a um, e opposlo a outro
respectivamente eguaes.

Sejam (fig. 55) os triangulos ABC, abc: e seja o
lado AB=lado ab; o angulo 4=angulo a; e o an-
gulo B=angulo b. Digo que o triangulo ABC ¢ egual
ao triangulo abc.

Demonstr. Si os triangulos nio sio eguaes, sendo
AB=ab, e o angulo 4=angulo a (hyp.); nao serd
AC=uac; por que, si o for, serdo eguaes os lriangu-
los (102). Seja pois AC > ac. Corte-se AD=uac; e
tire-se BD. Sera o triangulo ABD egual ao triangulo
abc (102): e por tanto o angulo ABD = angulo b
(104). Mas é o angulo ABC =angulo b (hyp.):
logo tambem o angulo 4BD =angulo ABC: o que é
absurdo. Logo nio pode AC deixar de ser =ac. E logo
os dous triangulos sao eguaes.

A segunda hypothese reduz-se & primeira, por
serem entao eguaes os terceiros angulos (88).

106. Coroll. Um triangulo é determinado intei-
ramente, quando se dao dous dos seus angulos com
o lado adjacente a estes, ou opposto a um delles.

107. Turor. Dous triangulos sio eguaes, quando
tem tres lados respectivamente eguaes.

Sejam (fig. 56) os triangulos ABC, abc: e seja
o lado 4B=ab; BC=bc; e AC=ac. Digo que o

triangulo 4BC ¢ egual ao triangulo abe.
5



B =

Demonstr. Si os Lriangulos ndo sio eguaes, sendo
AB—=ab, e AC—=ac (hyp.); nao serd o angulo BA4C
=angulo a; por que, si o for, serdo eguaes os trian-
gulos (102). Seja pois BAC>a. Faga-se BAD=a;
AD — AC; e tire-se BD. Sera o triangulo ABD
egual ao_triangnloe abec: e por tanto BD = bc.;Mas é
BC = bc (hyp.): logo tambem BD =BC. Mas nos

‘triangules ABC, ABD, é BD <BC (94): logo BD=

e < BC: o que ¢é absurdo. Logo. miao po,(_le 0 an-
gulo BAC deixar de ser=angulo a. E logo os dous
triangulos siao eguaes.

108,  Corgll. Um triangulo ¢ determinado intei-

.ramente , quando se dao os seus tres lados.

109. Tueor. Dous triangulos sdo eguaes, quando

tem dous ladoes respectivamente cguaes; e egual o, an-

gulo .opposto ao maior desses dous lados.

Sejam (fig. 56) os triangulos ABC , abc: e seja
o lado AB .= ab; AC = ac; e o angulo ABC =
angulo b, sendo 40> AB. Digo que o  triangulo
ABC ¢ egual ao triangulo abe..

Demonstr. Si os triangulos ndo sdo eguaes, sendo
AB =uwb, e AC=ac (hyp.); nao serd o anguloB4C

h._antrulo a; por que, si o for, serao eguaes os trian-

-gulm (102). Seja pois BAC > a. [‘dg‘a-qe BAD=a,

e AD=AC. O_ponto D nio cairé em BC (4o). Tire-
se BD. Seréi o lenrrulo ABD egual ao lnanfrulo abe:
e por .tanto o angulo ABD=angulo b. “ﬂas é o an-

gulo ABC=angulo b (hyp.): logo tambem o an-

gulo ABD=ABC: o que é ,absurdo. Logo_nao_pode
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o angulo BAC deixar de ser = angulo a. E logo os
dous triangulos sio eguaes.

110. Coroll. Um triangulo é determinado inteira-
mente, quando se dao dous dos seus lados com o an-
gulo opposto ao maior delles.

111.  Schol. Podem tambem dous triangulos ser,
ou nio ser, eguaes entre si, quando dous lados de
um forem respectivamente eguaes a dous lados do ou-
tro, e egual o angulo opposto ao menor desses dous
lados. Por ex. (fig. 58) os triangulos BEF, BEG, tem
o lado maior BE commum, e o angulo B, opposto ao
lado menor, tambem commum; e pode ser EF =EG ;
e comtudo os dous triangulos sao evidentemente des-
eguaes. Pelo que fica indeterminado um triangulo,
todas as vezes que se dao dous dos seus lados com o
angulo opposto ao menor delles: si o dicto menor
lado comtudo nio for egual a perpendicular, que se
abaixar sobre o terceiro lado do vertice do angulo
opposto a este; por que nesse caso serd determinado:
mas ¢ necessario, que nao seja menor do que ella,
para que possa existir triangulo.

112. Turor. Si duas parallelas se cortarem com
outras duas parallelas; as partes interceptas serdo
eguaes entre St

Sejam ( fig. 57 ) as parallelas EF, GH , cortadas
pelas parallelas LM, NO. Digo que AB=CD; e AC
= B

Demonstr. Tire-se a recta AD. Os triangulos ABD,
ACD, sio eguaes ( 105 ); por terem o lado AP com-
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mum adjacente a angulos respectivamente cguaes; a
saber, DAB:ADC, por ser AD secante a respeito das
parallelas AB, €D; e CAD=ADB, por ser tambem
AD ‘sécante a respeito ‘das parallelas AC, BD (53 ).
Logo ¢ AB=CD, e AC= BD (104).

113.  Coroll. As rectas AC, BD, que prendem os
extremos 'écsrre5pondenteé de duas rectas AB, €D,
egiiaéé’e' parallelas, sao tambem parallelas entre si, e
cohé‘cquentemente eguaes, Por que a parallela a AC;
que se tirasse pelo ponto B, interceptaria com AC
uma parte CD—=AB. Logo necessariamente passaria

pelo ponto D, e seria BD.

114. Prosr. Construir um triangulo , qne tenha
dotis"lados respectivamente eguacs a duas rectas da=
das, e o angulo formado por elles egual a um angulo

dado' B ‘ i 'b i }

.. Solag.. Tire-se .( fig. 58 ) uma recla BE egual a
uma das rectas dadas. Em um dos seus extremos faga-
se um angulo BEF egual ao angulo dado ( 52 ). To-
me-se EF egual a outra recta dada: e tire-se BF.
Sera o triangulo BEF; o ¢ue se pede ( 103 ).

115. Pronr. Construir wm triangulo, que tenha
dous angulos respectivamente eguaes a dous angulos
dados cuja.somma seja < 180.°, e o lado adjacente
-aestes angulos.egual a uma recta dada.

Solug. Tire-se ( fig. 58 ) uma recta BF egual &
recta dada. Nos extremos B, F da dicta recta fa-
gam-s¢ os angulos B, F eguaes aos angulos dados;
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triangulo BEF, o que se pede ( 1006 ).

116. Prosr. Construir um triangulo, que tenha
tres lados respectivamente eguaes a tres rectas dadas ;
sendo a somma de quaesquer duas maior do que a
Lerceira.

Solu¢, Tire-se ( ig. 58 ) uma recta BF egual a
uma das tres rectas dadas. Do extremo B, como cen-
tro, e com um raio egual é segunda, descreva-se um
arco: e slmxlhantemen‘te do exlfremoF como centro,
e com um raio egual a terceira, descreva-se outro ar-
co. Do ponto E, em que estes arcos se cortam, tirem-
se aos pontos B, F, as rectas EB, EF. Sera o triangu-
lo BEF, o que se pede (108 ).

117. Prosr. Construir um_triangulo, que tenha
dous lados respectivamente eguaes a duas rectas da-
das, e o angulo opposto ao maior destes lados egual
a um angulo dado. '

Solue. Tire-se ( fig. 58) uma recta EF egual 4 me-
nor das rectas d'ldas. Em um dos seus extremos faca-
se um angulo BFE egual ao angulo dado: e do outro
extremo E, como centro, e com um raio egual a
recta maior, descreva-se um arco, que cortard BF
em um ponto B. Tire-s¢ BE. Sera o triangulo BEF ,
o que se pede ( 110).

118. Prosr. Construir um triangulo, que tenha
dous lados respectivamente eguaes a duas rectas da-



e

das, e o angulo opposto ao menor destes lados egual
a um angulo dado; sendo o dicto menor lado maior
do que a perpendicular, que do vertice do angulo op-
posto ao terceiro lado se abaixar sobre este.

Solue. Tire-se ( fig. 58 ) uma recta BE egual 4
maior das rectas dadas. Em um dos seus extremos fa-
¢a-se um angulo EBF egual ao angulo dado: e do
outro extremo £, como centro, e com um raio egual
& recta menor, descreva-se um arco, que cortard BF
em dous pontos F, G (37 ). Tirem-se EF, EG. Qual-
quer dos dous triangulos BEF, BEG, satisfaz ao que
se pede (111).

Das linhas proporcionaes.

119. Advertimos que na comparacio das linhas,
como de quaesquer outras grandezas, verdadeira-
mente SO comparamos numeros; isto ¢, o numero
de medidas de uma com o0 numero das mesmas medi-
das de outra ( 8). Por conseguinte todas as proprie-
dades, que na Arithmetica se demonstraram sobre
a proporcionalidade dos numeros, conyvém s linhas,
que estiverem em propor¢ao. Tractamos porém so-
mente das proporcoes geometricas: e é esta a parte
mais essencial dos Elementos de Geometria.

120. TuEOR. Si em wm dos lados de qualquer an-
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gujo s comecando do vertice , se marcarem quaesquer
partes eguaes ;. e coraduzmdo por hum_dos pontos. da
divisio uma recta arbt!rana até enconirar o outro
lado, se tirarem pelos mais pontos parallelas a_essa
recta; o segundo lado ficard, tambem dwu;(g\a(a 0. mes-
mo numero de partes, eguacs entre si.

Seja ( fig. 59 ) o angulo BAC: e sobre um
‘dos lados, 4B, mafquem-sc as partes eguaes AD,
DG, GI, &c. Tire-se por um dos pontos, P, da
d.n'lsao uma ;'ecla arbllra;-la B0 e pelos _outros
'pontos as rectas DF GH, 1K, &c. parallelas a

PQ. Digo que o lado AC ficard tambem dividido
em outras tantas partcs, eguaes cntre si; isto é,
AF=FH =HK = . @2
: Dcmothr Pelos pontos D, G I &c tlrem-se
_as rectas DE, GR, 1S, &c. parallelas a AC. Serio
os triangulos DAF, GDE, IGR, &ec. eguaes entre si
(105),  por ser AD DG =GI =&e. (constr,), e
por serem. eguaes os angulos, a que estio acl;acentes
‘estes lados, cada um ao seu; isto &, DAF— GDE—=
'IrR &c.; ¢ ADF=DGE=GIR =&c. (72). Logo

é AF = DE = GR —&¢q; .o AR=TH — BK = &c 3
por ser DE = FH, GR=HK, &c. (112).

121. Comﬂ I'emmos pois AD : DG : GI : &c, ::
AF ; EH : HK:: &c.: e por conseguinte AP (somma
de todos os anlecodenteq) AQ (somma de todos os
consequentes) :: AD (um s antecedenle) : AF (seu
_consetjucnte) ou_como qualquer numero daquellas
partes de AB para o mesmo numero destas de AC.

Por X, AG AH AI AK DN F,Ot.- &cv
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122.  Turor. Si dous lados de qualguer triangule
forem cortados por uma recta parallela ao terceiro;
serdo cortados proporcionalmente: isto ¢, serd um lado
para o outro, como qualquer parte do primeiro para
a parte correspondente do segundo. E reciprocamente.

Sejam (fig. 60) os lados 4B, AC do triangulo ABC
cortados pela recta DE parallela ao terceiro lado BC.
Digo que é AB: AC :: AD : AE :: DB : EC.

Demonstr. Si ndo ¢ AB : AC :: AD : AE; seri como
AD para um quarlo termo X >ou<AE. Seja:: AD :
Ar> AE. Conceba-se dividido o lado AC em tantas
partes eguaes, que um dos pontos da divisao cdia en-
tre E, e r; por ex. {. Tire-se in parallela a BC. Tere-
mos AB : AC :: An : Ai (121). Mas tambem suppose-
mos AB : AC :: AD : Ar: logo An : AD :: Ai : Ar. Mas
An> AD: logo Ai> Ar: o que é absurdo. Pois entio
seja:: AD : Ar' < AE. Conceba-se dividido o lado AC
do mesmo modo, até que um dos pontos da divisdo
cdia entre E, e r'; por ex. i!. Tire-se i'n! parallela a
BC. Teremos da mesma forma 4B : AC :: An! : Ai',
Mas tambem supposemos AB : AC :: AD : Ar': logo
An' : AD :: Ai' : Ar!. Mas An! < AD: logo Ai! <Ar'.
o que ¢ absurdo. E pois nao é AB : 4C :: AD: X
>Sou< AE; serd :: AD : AE. E logo tambem
AB—AD, ou DB : AC—AE, ou EC :: AB : AC.
Donde 4B : AC :: AD : AE :: DB : EC,

Reciprocamente. Sejam (fig. 61) os lados AB, AC
do triangulo ABC cortados proporcionalmente pe-
Ja recta DE, isto é, seja AB: AC :: AD : AE.
Digo que DE ¢ parallela a BC.
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Demonstr. Si nio ¢; lire-se pelo ponto D uma recta
DF parallela a BC. Serd AB : AC :: AD : AF ( 1.°)
Mas tambem ¢ AB : AC :: AD : AE (hyp. ). Logo sera
AF=AE: o que ¢ absurdo.

123. Coroll. Todas as rectas (fig. 62) 4B, AD,
AE, &e., que de qualquer ponto A tomado fora de
uma recta BF se tirarem para differentes pontos da
mesma, serao cortadas proporcionalmente por qual-
quer outra GH parallela a BF. E reciprocamente :
si as rectas AB, AD, AE, &e. forem cortadas propor=
cionalmente nos pontos G, I, L, &e., todos esses
pontos estardo em uma recta parallela a BF. Por que
considerando successivamente os triangulos BAD,
BAE, &c. ; temos, por ser GH parallela a BF,

1.° AB: AD:: AG: AI :: GB: ID;
2.° AB: AE:: AG: AL:: GB:LE; '
&e.
Consequentemente
AB: AD: AE: &e. ;. AG: AV v Sl &e. it
GB: ID: LE : &c.

Reciprocamente nos mesmos triangulos, sendo
AB: AD:: AG: AI; serd GI parallela a BD. Tambem
sendo AB : AE :: AG : AL; serd GL parallela a BE;
&e. : isto é, GI, GL, &e. parallelas a BF. Logo par-
tindo todas do ponto &, devem fazer uma so recta
GH vparallela a BF (71 ).

124. Schol. Quando a recta GH parallela a BF
estivesse por cima do ponto 4, como na fig. 63,
egualmente teriam logar as proposi¢oes, que acaba-
mos de stabelecer ( 122, e 123 ): pois tudo o que

dissemos na fig. 59, e que lhes serve de fundamento,
[~
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se applicard 4s parallelas, que cortarem os lados do
angulo BAC, continuados do verlice.

125.  Turor. Si wma recta dividir pelo meio qual-
quer angulo de um triangulo; dividird o lado opposto
a esse angulo em duas partes proporcionaes aos lados
correspondentes.

Seja (fig. 64 ) o triangulo 4BC; cujo angulo BAC
esteja dividido em duas partes eguaes pela recta 4D.
Digo que é BD : DC :: AB: AC.

Demonstr. Tire-se pelo ponto B a recta BE paralle-
la a AD, até encontrar em um ponto E o lado CA
continuado. Serd o angulo ABE=BAD (73); e o
angulo AEB—=CAD (72). Mas ¢ BAD—=CAD (hyp.):
logo tambem ABE—AEB; e porisso AE—=AB (91 ).
Porém temos BD : AE :: DU : AC ( 122). Logo sub-
stituindo 4B em logar de AE, e alternando, ficard
BD :DC :: AB: AC.

—— e (O F———

Dos casos de similhanca dos triangulos.

126.  Figuras similhantes sio as que tem egual
numero de lados respectivamente proporcionaes, e
adjacentes a angulos respectivamente eguaes.

Os lados adjacentes aos angulos eguaes dizem-se
homologos. :

Estas duas condicdes da similhanca das figuras es-
tdo nos triangulos ligadas de maneira, que basta que
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uma se verifique , para que se siga immediatamente
a outra. Assim o veremos nos Theoremas seguintes.

127. Tnror. Dous triangulos sdo similhantes ,
quando tem dous angulos respectivamente eguaes, e
por conseguinte o terceiro egual ao terceiro. '

Sejam (fig. 65) os triangulos 4BC, abc: e sejam
os angulos A=a3; B=b; e logo C=c. Digo que o
triangulo ABC ¢ SJmllhante a0 trlanﬂulo abe.

Demonstr. Em qualquer lado AB de um dos trian-
gulos , continuado si for necessario, tome-se a por-
cio Ab'=ab, lado homologo: e pelo ponto b! tire-se
b'c! parallela a BC. Sera o triangulo Ab'c! egual ao
triangulo abe (105): e por tanto b'c'=bc, e Ac' =ac.
Tire-se por ¢! a recta ¢!d parallela a AB. Sera Bd
=b'¢! (112.)Ora por ser b'c! parallela a BC (constr.),
temos AB : Ab! :: AC : Ac' (122): e da mesma for-
ma, por ser c'd parallela a AB, & AC : Ac! :: BC : Bd,
oub'el. Logo sera AB: Ab!, ouab :: AC: Ac!, ou ac
22 BC b"c , ou bey isto é, os dous triangulos,
cujos angulos sao respectivamente eguaes, tem 0s
lados homologos proporcionaes, e por tanto sao si-
milhantes (126

128. Coroll. Logo dous triangulos sdo smnlhan-
tes, quando os lados de um sio pnral]elos, ou per-
pendiculares , respectivamente aos lados do outro.

(995e.97).

129. Tueor. Dous triangulos sao similhantes,
quando tem dous lados respectivamente proporcio~
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lados.

Sejam (fig. 66) ostriangulos ABC, abe: e seja o la-
do AB : ab :: AC : ac; e o angulo A=angulo a. Digo
que o triangulo ABC ¢ similhante ao triangulo abe.

Demonstr. Si os triangulos ndo sio similhantes ,
sendo o :angulo A4=a (hyp.) ; ndao serd o angulo ABC
—angulo 4: por que, si o for, serdo similhantes os
triangulos (127). Seja pois ABC > b. Faca-sec ABD=b.
Serd o triangulo ABD similhante ao triangulo abc
(127): e por.tante 4B : ab :: AD : ac (126). Mas
tambem ¢é AB :.ab :: AC : ae (hyp.): logo AD : ac
2 AC : ac; e por isso AD=AC: o que é absurdo.
Logo ndo pode o angulo ABC deixar de ser=angu-
lo 4. E logo os dous triangulos sao similhantes.

130. Tugor. Dous triangulos sao similhantes,
quando tem tres lados respectivamente proporcionaces.

Sejam (fig. 67) os triangulos- ABC, abc: e seja o
lado AB : ab :: AC : ac:: BC: be. Digo que o tri-
angulo ABC ¢ similhante ao triangulo abe.

Demonstr. Si os triangulos nao sao similhantes ,
sendo AB:ab :: AC: ac (hyp.); nao serd o angulo
BAC=angulo a: por que, si o for, serio similhantes
os triangulos (129). Seja pois BAC >a. Faca-se BAD
=a, AD=AC, e tire-se BD. Sera o triangulo ABD
similhante ao triangulo abe (129); e portanto AB
2 ab :: BD.: be. Mas tambem ¢ AB : ab :: BC: be
(byp.): logo BD : be:: BC : be: e por isso BD=BC,
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Mas: nos triangulos ABC, ABD, ¢ BD < BC (94): lo-
go BD=, ¢ <B(C: o que ¢ absurdo. Lego ndo pode
o angulo BAC deixar de ser—angulo a. E logo os
dous triangulos sio similhantes.

131.  Tugor. Dous triangulos sao similhantes .,
quando tem dous lados respectivamente proporcionaes,
e cgual o angulo opposto ao maior desses dous
lados.

Sejam (fig.67) os triangulos 4BC , abe: e seja o
lado AB : ab : AC : ac; e -0 angulo ABC=angu-
lo b, sendo AC> AB. Digo que o triangulo ABC
¢ similhante ao triangulo abe.

Demonstr. Si os triangulos nao sao similhantes,
sendo AB: ab:: AC : ac (hyp.); miao serd o angulo
BAC=angulo a: por que, si o for, serio similhan-

tes os triangulos (129). Seja pois BAC > a. Faga-se

BAD=a, e AD=AC. O ponto D nao caird em BC
(40). Tire-se BD. Serd o triangulo ABD similhante
ao triangulo abe; e por tanto o angulo ABD=angulo
b Mas é o angulo ABC=angulo & (hyp.): logo
tambem serd o angulo ABD=ABC: o que ¢é ab-
surdo. Loga mao pode o angulo BAC deixar de
ser=angulo 4. L logo os dous triangulos sio simi-
lhantes.

132. Schol. Podem tambem dous triangulos ser,
ou nio, similhantes entre si, quando liverem dous
lados respectivamente proporcionaes, e egual o an-
gulo opposlo ao menor desses dous lados. Veja-se
o quc fica dicto em o n.” 111,
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133.  Turon. Em todo o triangulo rectangulo , a
perpendicular abaivada do wertice do angulo recto
sobre a hypothenusa, € meia proporcional entre os
segmentos da mesma hypothenusa. E cada lado do an-
gulo recto é meia proporcional entre a hypothenusa ,
e 0 'scgmento correspondente.

Seja (fig. 68) o triangulo rectangulo ABC;e AD
a perpendicular tirada do vertice 4 do angulo re-
cto sobre a hypothenusa BC. Digo que ¢é

1.2 BD 2 AD v AD D03
geauiBCu.adB o AB 2 BD;
3. BC : AC :: 4G : DG.

Demonstr. Como os triangulos ABD , ABC sio am-
bos rectangulos, e tem o angulo B commum; e da
mesma sorte os triangulos 4DC, ABC sao ambos
rectangulos, e tem o angulo € commum ; serio os
dous ABD, ADC similhantes ao total ABC, e por
conseguinte similhantes entre si(127). Logo compa-
rando os lados homologos dos triangulos parciaes ,
e depois saccessivamente os de cada um destes com
os homologos do total ; observando que é o angu-
lo BAD=C, e DAC=B, resultard

1.° BD: AD:: AD : DC;
2.° BC : AB :: AB : BD;
e BC zdlssicAG " DE.

134.  Schol. Ao mesmo tempo fica provado, que
a perpendicular, tirada do vertice do angulo recto
de um triangulo rectangulo sobre a hypothenusa,
divide o triangulo em outros dous similhantes entre
g, e ao triangulo total.
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135. Turor. As rectas tiradas do vertice de qual-
quer angulo de um triangulo para o lado opposto divi-
dirdo este lado, ¢ a toda a recta que lhe for paralle-
la , em partes respectivamente proporcionaes.

Seja ( fig. 62 ) no triangulo ABF a recta GH
parallela ao lado BF: e do vertice 4 do angulo op-
posto tirem-se quaesquer rectas AD, AE, &c, que
cortem BF. Digo que ¢é BD: GI:: DE: IL:: &c.

Demonstr. Por ser GH parallela a BF (hyp.); os
triangulos ABD , ADE, &c, sao similhantes respecti-
vamente aos triangulos AGI, AIL, &c.; e por isso
BD: GI :: AD: Al :: DE: IL:: AE: AL :: &c. Logo
tirando desta serie de razoes eguaes aquellas, em
que entram as partes das linhas BF, GH, teremos
BD: GL 2o DER-TE e

136.  Prosr. Dada uma recta, dividila em partes,
que tenham entre. si quaesquer razoes dadas.

Seja (fig. 69) a recta AB, que se quer dividir em
tres partes, que estejam entre si, como os numeros
Iy, 3,50

Solug. Tire-se pelo ponto A uma recta indefini-
da AZ: e sommando os termos dados 4, 3, 2, mar-
que-se nella egual numero de partes eguaes; a saber,
9 neste caso, de grandeza arbitraria; por ex. 4C,
CD, DE; &ec. Tire-se pelo ponto B, e pelo ultimo
M da divisao, a recta BM: e pelos pontos F (0 4.°),
I (0 7.9, as rectas FN, IO parallelas a BM. Digo
que AB estd dividida nos pontos IV, O, como se pe-
dias isto é, AN: NO: OB :: 4: 3; 2 (121)
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Si aquellas razoes, em vez de serem expressas por
numeros, se dessem em linhas; marcar-se-iam sue-
cessivamente as suas grandezas sobre a indefinida AZ ;
tomando, por ex., de A para Z a grandeza AF =
1.% de F para a mesma parte agrandeza FI—2.%
e finalmeute de I para Z a grandeza IM=3.* Entio
as rectas FIN, 10, BM, tiradas como a cima fizemos,
dividiriam a linha dada na forma pedida.

137.  Schol. 1.° Quando as partes da linha, que
se pretende dividir, devem ser muito pequenas, ou
¢ mesmo muito pequena a dicta linha; o mais leve
defeito em tirar as parallelas influiria muito na egual-
dade, ou desegualdade ‘das partes. Por isso entio
procederemos da maneira seguinte.

Seja (fig. 70) a recta ab, que se quer dividir, por
ex., em seis partes eguaes. Construa-se sobre ella
o lriangulo equilatero aCb (116). Em Ca, prolonga-
da indefinidamente, marquem-se seis partes eguaes
de grandeza arbitraria: e seja CA a linha, que con-
tém essas seis partes. Tome-se em €, tambem pro-
longada, a parte CB=CA: e tire-se AB. Serda AB
para]le]a a ab (122); por que, sendo CA=CB, e Ca
—=Cb, é CA: CB:: Ca: Cb. Faga-se pois centro em
A, e successivamente com osraios AD, AE, AF, &ec.
descrevam-se arcos , que cortarao AB em outras tantas
partes eguaes. Do ponto C dirijam-se rectas aos pon-
tos da divisaio de AB. Ficard ab cortada por estas
rectas do mesmo modo que AB; isto ¢, em seis partes
eguaes (135).

138. Schol. 2.° A divisio das rectas em parles
eguacs ¢ o fundamento da construccio das Scalas ,



que servem para reduzic uma figura de grande a pe-
quena. A mais commoda de todas em grande nu-
mero de operacoes, ¢ a que se chama Scala de
dizima. Lis aqui a sua construegio.

Nas extremidades A, B da linha AB (fig. 1),
que se pretende dividic em 100 partes eguaes, le-
vantem-se as perpendiculares indefinidas AC, BD;
em cada uma das quaes se marquem 10 partes eguaes
de qualquer grandeza. Tire-se entio CD; e dividin-
do AB em 10 partes eguaes, marquem-se estas sobre
CD. Isto feito, conduzam-se' as transversaes, cOmo
se .vé mna figura; e tirem-se rectas pelos pontos cor-
respondentes das divisoes de AC, e BDj; que serio
outras. tantas parallelas a AB. Nio obstante pois estar
AB dividida so em 10 partes eguaes; querendo-se
tomar qualquer numero das 100, em que ella se
pode dividir, por ex. pedindo-se 47 centesimas par-
tes de AB; tomaremos na recta tirada pela 7.* di=
visio a parle’ 7H , que vae desde OA atéé transver-
sal, que passa pelo n.° fo; e serdi 7JH=o,,47 AB.

CGom effeito os triangulos similhantes C5v, CAz,
dio CA:'C7:: Ar:7jv; isloé, 10: 7t L AB: 70
:1%: AB. Ora vH=o, o AB. Logo 7»+4-»H, ou
jﬂ'zo, 47 AB. .

139. Prosr. Achar a quarta proporcional a tres
rectas dadas.

Sejam (fig. 72) as rectas dadas ab, cd, ef. i
Solue. Tirem-se (fig. 69) duas linhas indefinidas

AZ, AB, que facam angulo. Tome-se sobve 4Z de
H
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A para Z a parte AF=ab; e a parte Al =cd: e da
mesma forma sobre AB tome-se de A4 para B a
parte AN =ef. Tirese FN :e pelo ponto I con-
duza-se IO parallela a FN, até encontrar AB.
Digo que AO ¢ a quarta proporcional pedida.

Demonstr. Gom effeito ¢ AF, ou ab: AI, ou cd ::
AN, ou ef : AO (122).

O mesmo Problema pode resolver-se desta outra
maneira.

Depois de se haver lomado AF=ab, e Al=cd;
tire-se pelo ponto F qualquer recta Fn indefinida:
e corte-se Fn=e¢f. Tire-se Anb; e pelo ponto I a
recta Jo parallela a Fn. Serd Io a quarta proporcio-
nal. Por quanto ¢é AF, ou ab : AI, ou cd :: Fn,
ou ef : Io.

140. Schol. Sem differenga alguma do que aca-
bamos de practicar, acharemos a terceira proporcio-
nal a duas rectas dadas ab, cd (fig. 72); por ser
ella quarta proporcional as tres ab, cd, cd.

——aty /)8 s

Das linhas proporcionaes conside-
radas no circulo.

141. Tueor. Si duas cordas se cortarem mutua-
mente em qualquer circulo, cortar-se-hio em razao
reciproca; isto €, serdo os segmentos de wma recipro-
camente proporcionaes a os segmentos da oulra.

Sejam (fig. 73) as cordas AB, DE, que se cor-
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tam mutuamente no circulo CABD. Digo que ¢
AF : EF :: DF : BF.

Demonstr. Tirem-se as rectas AD, BE. Serio si-
milhantes -os triangulos ADF, BEF (127); por ser
0 angulo AFD = BFE e o angulo ADF = EBF (96]
Logo é AF : EF :: DF : BF (126).

142. Coroll. Segue-se pois: que todaa perpen-
dicular DF (fig. 74), tirada de qualquer ponto D da
circumferencia de um circulo sobre o diametro, ¢
meia‘ proporcional entre os segmentos do mesmo dia-
metro. Por que entao ¢ DF—=EF (49).

143. Prosr. Achar a meia proporcional entre duas
rectas dadas.

Sejam (fig. 75) as rectas dadas ab, cd. .

Solue. Tire-se uma recta indefinida AZ. Marquem-
se nella de A para Z as partes AF =ab, e FB=cd.
Levante-se no ponto F sobre AB a perpendicular
FD : e descreva-se sobre a mesma AB, como diame-
tro, a semi-circumferencia ADB, que cortard DF
em um ponto D. Serd DF a meia proporcional pe-

dida (1492).

144. Turor. Si de um mesmo ponto, situado [éra
de um circulo, se tirar uma tangente, que termine
no. ponto do contacto, e uma secanle, que termine na
parte concava da circumferencia; serd a tangente meia
proporcional enlre a secante, e a parte exterior da
mesma secante.



o

Sejam (fig. 76) a tangente AD, e a secante AB,

tiradas do mesmo ponto 4 fora do circulo CBDEB.
Digo que ¢ AB : AD :: AD : AE.
" Demonstr. Tirem=se as rectas BD, DE. Serio si-
milhantes os triangulos ABD, ADE; por ser o an-
gulo em A commum, e o angulo ABD—=ADE (9;)
Logo AB : AD :: AD-: AE.

L 145, Coroll. Por quanto, tirando do mesmo pon—
to A qualquer -outra  secante Alr, temos tambem
AG : AD :: AD : AF; e desta e da precedente pro-
porc¢ao resulta AD* = AG X AF = AB x AE; donde
AG : AB :: AE : AF; segue-se que duas secantes quaes-
quer tiradas' de um mesmo ponto situade fora de
um circulo, até terminarem na parte concava da
circumferencia, sio reciprocamente proporcionaes ds
suas partes exteriores.

1146.. Prosr. Dada uma recta, r[iﬁf‘t_i?i?@{,eml_dms
partes taes, que a maior scja meia proporcional entre
@ menor.e a recla inteira.

(Chama-se a isto dividir a recta em media, e extre-
ma razio). :

Seja (fig.” 77) a recta AB.

Soluc. De um dos extremos B levante-se a pér-
pendicular BC=§ AB. Com o centro em C, e o
raio OB, descreva-se o circulo CBEDB. Tire-se por
A, e C, arecta ACD; que termine na parte con-
cava da circumferencia em o ponto D: e por um
arce descripto de 4, como centro, com o raio 4E,
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corte-se AB no ponto F. Digo que AB fica dividida
em media, e extrema razio.

Demonstr, Por ser AD secante, e AB tangente
(59), como. perpendicular a €B (constr.); temos
AD : AB :: AB : AE (144): e por conseguinte
AD—AB : AB :: AB—AE : AE. Mas é AB—2 CB
(constr,) =ED, e AE—=AF (constr.); serd AD—
AB=AF; e AB—AE = BF. Logo, por substitui¢io,
AF: AB :: BF: AF; ou, invertendo, AB : AF :: AF . BF.

———REie———

[

Dos polygonos.

147. A figura terminada em um plano por linhas
rectas, chamasse polygono: e a estas linhas, isto ¢, aos
lados do polygono, considerados junctos, dé-se o
nome de perimetro.

Todoyo polygono tem tantos angulos, como lados.
Si todos os lados sao eguaes, etambem os angulos;
diz-se, que o polygono ¢ regular.

O mais simples de todos os polygonos ¢ o que
tem tres lados ; e nomea-se triangulo , como ja disse-
mos. Tambem se diz trilatero.

Quando o polygono tem quatro lados, chama-se
quadrilatero: cinco, pentagono: seis, hexagono: sete,
heptagono: oulo, octogono: nove, enneagono: dez,
decagono: &e.

Em um polygono se diz, que um angulo é rein-
trante, si os lados do angulo, continuados do ver-
tice, entram no polygono: e se diz, que é salien-
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te , si nao entram. Assim no polygono ABCDEFG
(ig. 78) o angulo ABC ¢ saliente; e DEF reintrante.

A recta, que divide dous angulos quaesquer de
um polygono, e termina nos vertices destes, .cha-
ma-se diagonal. Taes saio AF, AE, BE, &e.

148.  Tazor.' Todo o polygono se divide em tantos
triangulos, quantos sao os seus lados menos dous." !
WASNY - A A
Seja (fig. 79) o polygono ABDFHGEC.

Demonstr. Tire-se uma diagonal CB, que separe
dous lados do polygono. Teremos um triangulo, e
restard uma figura de (n-1) lados, sendo n o nu-
mero dos lados do polygono dado. Nesta faga-se o
mesmo. Teremos outro triangulo, e restard outra fi-
gura de (n-2) lados. Continue-se assim, até que te-
nhamos uma figura de (n-(n-3) ) lados; isto é, um trian-
gulo. E’ manifesto, que em cada processo desde n
até (n=(n-3)) se vae cortando sempre um triangulo.
Ora desde n até (n-(n-3)) inclusivamente, ha (n-2)
termos. Logo &e.

N: B.  Nos polygonos, que tem angulos reintran-
“tes, poderd accontecer, que alguma - diagonal fique
em direitura com um, ou dous lados do polygono.
Mas entao ou tire-se outra, ou considere-se aquella,
-como ‘si tal ndo accontecesse; isto é,: como sendo
lado,: so por si, do seguinte polygono.

149. Coroll. 1.° A somma dos valores de todos
os angulos internos de qualquer polygono, vale tantas
vezes 180°, quantos sio os seus lados menos dous,
‘Por que a somma dos dictos angulos ¢ a mesma que
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a de todos os angulos dos triangulos, em que se di-
vide o polygono. Ora os tres'angulos dé¢ qualquer
triangulo valem junctos 180° : logo deve-se tomar
lantas vezes 180° quantos sao os mesmos triangulos ;
isto é, (n-2) 180°. ' :

150.. Coroll. 2.° Logo ¢ o valor de qual-
quer dos angulos de um polygono regular.

151.  Schol. Para que comprehenda todos os
polygonos o que dissemos em o n.® 149; convém
observar nos que tem angulo reintrante, como FED
(Gig. 78), que ndo se deve intender este por inter-
no do polygono; mas o que lhe falta para 360°; a
saber, a somma dos angulos FEA, AEB, BED.

(n-2) 180°

152.  Turor. 8i em qualquer polygono , que nio
tenha angulo reintrante, um dos lados de cada angu-
lo se prolongar do vertice; a somma de todos os an-
gulos externos valerd 560°: isto ¢, serd a somma dos
supplementos dos angulos intérnos do polygono = 360"

Seja (fig. 80) o polygono ABCDE; cujos lados
AB, BC, &c.. estio prolongados dos vertices :dos
seus angulos. Digo que a somma de todos os angu-
los externos FAB4+GBCO+ &c. = 360% 1o

Demonstr. Como a somma de cada angulo interno
BAE com o seu externo BAF vale 180° (30) 3 vale-
ra a somma de todos os angulos internos com a de
todos os externos tantas vezes 180° quantosforem
os lados do polygono. Mas a somma de todos os in-
ternos differe desta somma total em duas vezes 180°,
ou 360° (149). Logo ‘a somma  de todos os externos,
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isto ¢, a somma dos supplementos dos angulos inter-
nos do polygono, vale os 36o0°.

153.  Turor. As rectas, que dividirem pelo meio os
angulos de um_polygono regular, concurrerdo todas
em um ponto dentro do polygono; e o dividirao em
tantos triangulos isosceles eguaes , quantos forem os lados
do mesmo polygono.

Seja (fig. 81) o polygono regular ABDEFG ; cujos an-
gulos GAB, ABD, BDE, &c. estejam diyididos em duas
pai-_l;es eguaes pelas rectas Ada, Bb, Dd, &e., cada
um por cada uma. Digo que estas rectas concurrerio
todas em um ponto C dentro do polygono, e o di-
vidirdo em tantos triangulos isosceles eguaes, quantos
sio os lados do mesmo polygono.

Demonstr. Por ser o angulo GAB —=ABD (147),
e cada um delles<180°; as suas metades AAB, ABb
tambem serio eguaes, e cada uma < go’. Logo as
rectas Aa, Bb concurrerio em um ponto €' e fario
o triangulo ACB isosceles (91, e 82). Da mesmasorte
se mostrard que Bb, Dd concurrerdo, e fardo outro
triangulo isosceles; e assim os mais. Logo ficario for-
mados tantos triangulos isosceles, quantossao os lados
do polygono. Ora todos estes triangulos sio eguaes
entre si (105), pois tem por lados os do polygono,
adjacentes a angulos eguaes, como metades dos an-
gulos do mesmo polygono. Logo seri AC = BC =DC
= EC = &c.3 e por conseguinte concurrerdo todas no
mesmo ponlo € dentro do polygono.



R —

En6E

104. Coroll. 1.° Consequentemente as perpendi-
culares Cm, Cn, Ch, &c. tiradas do ponto C sobre os
lados AB, BD, DE, &e. sio eguaes entre si. O ponto
C chama-se centro do polygono: qualquer das rectas
CA, raio: e as perpendiculares Om, Cn, &ec. apothemas.

155.  Coroll. 2.° Pode-se pois a qualquer polygo-
no regular circumscrever um circulo, o qual terd o
mesmo centro, e raio do polygono: E tambem in-
screver um circulo, do qual serd raio o apothema, e
centro o mesmo do polygono.

156.  Coroll. 3.° Todos os angulos ACB, BCD, &c.
formados no centro do polygono regular por dous
raios tirados aos extremos de um mesmo lado, sio eguaes
entre si. & como a somma de todos é 360°; serd -:’%'-D
o valor de cada um ; denotando n o numero dos lados.

157.  Coroll. 4.° Logo o angulo ACB no centro
do hexagono regular ¢ de Go°: e por isso qualquer
dos seus lados AB egual ao raio €4 do mesmo he-
xagono, ou do circulo a elle circumscripto. Por que
sendo ACB de 60°, a somma dos angulos CAB, CBA
é de 120° (85); o que di para cada um 6Go°, por
serem eguaes entre si. Logo o triangulo ACB ¢ equi-

latero (93). E logo AB=CA.
———aee———

Dos polygonos inscriptos, e circumscriptos
ao circulo.

158. Prosr. Inscripto em wum circulo um polygono
regular, inscrever outro tambem regular, de duplicado
numero de lados.
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Seja (fig. 82) o cireulo CABDFA; ¢ o polygono
tegular inscripto ABDF.

Solue. Dividam-se pelo meio nos pontos £, &, &e.
os' arcos AB, BD, &c. (53). Tirem-se as cordas
AE, EB, BG, GD, &c. Digo que formarao o poly-
gono pedido.

Demonstr. Com efléito, sendo AB, BD, &ec. lados
de um polygono regular (hyp.), seriio eguaes os arcos
AB, BD, &c. (51); e por conseguinte eguaes as
cordas das metades desses arcos (50), isto ¢,
AE=EB=BG=GD=&c. Ora estas cordas formam
o polygono AEBGD &ec., cujos angulos AEB, BGD,
&e. tambem sio eguaes, por serem eguacs os lrian-
gulos AEB, BGD, &e. (107). Logo o polygono ¢
regular; e de duplicado numero de lados, por quanto
a cada um AB do primeiro correspondem. dous

AE, EB no segundo_.

159. Proni. Inscrever em um circulo wmn polygo-
no regular de 4, 8, 16, &e. lados.

A questdo se reduz a inscrever primeiro o de §
lados; por (I‘ue todos os outros se irdo depois forman-
~do, como fizemos no Problema antecedente. 2

Seja pois (fig. 83) o circulo CADBEA, em que
se pretende inscrever um polygono regular de / lados.

Soluc. Tire-se qualquer diametro AB, e perpen-
dicular a este o diametro DE. Tirem-se as cordas
AD, DB, BE. EA. Digo que o quadrilatero ADBE ¢é
o pedido.

Demonstr. Por serem 4B, DE dous diamelros per-
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pendiculares entre si (constr.); seriio eguaes 0s arcos
AD, DB, BE, EA; e consequentemente eguaes as
cordas AD, DB, BE, EA; isto ¢, os lados do quadrilatero
ADBE, Ora os seus angulos ADB; DBE, BEA, EAD,
tambem sio eguaes, por serem rectos (98). Logo o
quadrilatero ADBE ¢ regular, ¢ est4 inscripto.

160. Pronr. Inscrever em um circulo um polygono
regular de 3, 6, 12, &e. lados,

Reduz-se a questao a inscrever prlmeu‘o 0 tr:an—
gulo equilatero. '

Seja (fie. 84) o circulo f’/_lDrl

Solug. Tire-se qualquer diametro BE; e descre-
va-se de um dos seus extremos B, como centro, ¢
com o raio do mesmo circulo um arco, que corte
a circumferencia nos dous pontos A, D. Tirem-se

as rectas AD, DE, AE. Digo que o triangulo ADE é

o pedido.

Demonstr. Por ser BE diametro (constr.), os arcos
BAE, BDE sao de 180° cada um. Mas cada um dos

arcos AB, BD, ¢ de 6o°, por serem as suas cordas
eguaes ao raio BC (constr.): logo cada um dos tres
AD, DE, AE, éde 120°, Por conseguinte as cordas
destes arcos, isto ¢, os lados do triangulo ADE sao
eguaes. Logo o triangulo é equilatero.

O hexagono regular pode-se inscrever immediata-~
mente, sem dependencia do triangulo, descrevendo-
se dos extremos do diametro BE, como centros, com
o raio do mesmo circulo, dous arcos, que cortem a
eirgumferencia nos quatro pontos 4, D, F, G;
tirando as cordas AB, BD, DG, GE, EF, FA (157).



161. Prosr. Inscrever em um circulo um polygono
regular de 5, 10, 20, &c. lados.

Reduz-se a questdo a inscrever primeiro odecagono
regular.

Seja (fig. 85) o circulo CABA.

Solue. Divida-se o raio €A no ponto £ em media
e extremarazio (146): e inscreva-se a corda AB=CE,
segmento maior. Digo que 4B ¢ o lado do decagono
regular.

Demonstr. Tirve-se a recta BE, e o raio CB. Por ser
AC:CE:: CE: AE,e CE=ABj3temosAC: AB:: AB : AE.
Logo os triangulos ACB, ABE sao similhantes (129):
e por tanto o angulo ABE=ACB, e AEB=DBAC:
e logo BE=AB (91 )=0E (constr. ). Por conseguinte
¢ ACB=EBC (92); e por isso ABE=EBC; donde
ABC — 2ACB; e tambem BAC = 2403’, por ser
BAC=ABC. Mas BAC+ABC+ACB=180° (85); ou
2ACB - 2 ACB -+ ACB =180 °: logo ACB ="3""—=356.°
Por consequencia AB serda lado do decagono re-
gular (156). :

Junctando com uma recta os extremos de dous
lados contiguos do decagono regular, ter-se-ha o lado
do pentagono regular.

162. Schol. Pela inseripgao dos polygonos regu-
lares em qualquer circulo, pode-se dividir a circum-
ferencia em certo numero de partes eguaes, por ex.
em arcos de 15° cada um, inscrevendo o polygono
regular de 24 lados. Nao ¢ porém possivel dividila
em arcos de um grau, e so por tenlativa o pode-
riamos conseguir; pois nio offerece a Geometria
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elementar meio algum para isso. Podemos comtudo
chegar directamente até ao arco de 3°, inscrevendo
o lado do decagono regular, e depois o do hexagono
regular, partindo ambos do mesmo ponto, e para
a mesma parte; por que dividindo entao pelo meio
o arco de 60°, ter-se-ha o de 6°, differenca entre o
de 36°, e o de 30°; e a metade dard o de 3"

163. Prosur. Imscripto em um circulo wm polygono
regular, circumscrever ao mesmo circulo outro tambem re-
gular do mesmo numero delados. E reciprocamente: dado
o polygono circumscripto , construir o polygono inscripto.

Seja (fig. 86) o circulo CABDEFA; e o polyuono
regular inscripto ABDEF.

Solue. Pelos pontos 4, B, D, E, &e. tirem-se
as tangentes fa, ab, bd, de, &c. Digo que forma-
~rdo o polygono pedido.

Demonstr. Pois os lados AB, BD, DE, &ec. sao
-eguaes. (hyp.); e sio eguaes os angulos a4B, aBA,
-6BD, bDB, dDE, dED, &c. formados pelas tan-
gentes com esses lados (97), por interceptarem os
arcos eguaes AB, BD, DE, &c. (51); os triangulos
AaB, BbD,DdE , &c. serdo eguaes, e isosceles : e por-
tanto eguaes os angulos 4aB, BbD, DdE, &c. 5 eeguaes
os lados Aa, aB, Bb, bD, Dd, dE, &c., que dio
ab=bd=de==&e. Logo o polygono circumscripto abdef
¢ equiangulo, e junctamente equilatero. Logo é regular,
‘¢ do mesmonumero de lados do polygono inscripto, por
‘quanto neste a cada angulo ABD corresponde naquelle
um lado ab.



Reciprocamente. Seja o polygono regular circum-
scripto abdef. Quer-se inscrever outro tambem regu-
lar do mesmo numero de lados.

Solug. Pelos pontos 4, B, D, E, &e. tirem-se
as cordas AB, BD, DE, &c. Digo que formario o
polygono pedido.

Demonstr. Com efleito, por serem eguaes os angu-
los a, b, do polygono circumscripto, serd a somma
dos dous aAB, aBA no triangulo AaB, egual 4
somma dos dous 6BD, bDB no triangulo BbD (83).
Ora a primeira somma tem por medida o arco 4B,
¢ a segunda o arco BD (96): logo estes dous arcos
sio eguaes: e por tanto eguaes as suas cordas AB, BD.
Do mesmo modo se mostrard ser BD—=DE; DE=FEF ;
e assim por diante; e conseguintemenle eguaes as
cordas BD, DE, EF, &c., isto é, os lados do po-
lygono inscripto ABDEF. Mas tambem pela egual-
dade dos mesmos arcos AB, BD, &e. sio eguaes
entre si os angulos ABD, BDE, &c. do mesmo po-
lygono, pois interceptam os seus lados egual numero
destes arcos eguaes (97). Logo o polygono ¢ regu-
lar, e do mesmo numero de lados do polygono cir-
cumscripto, por quanto neste a cada lado ab corres-
ponde naquelle um angulo ABD.

Tirando no polygono circumscripto os raios Ca,
Cb, Cd, &c., e pelos pontos a’, b', d',¢', &c., em
que. estes- cortam a circumferencia, as cordas a'b!,
b'd!, &ec.; se formard o polygono regular a'b'dle'f’,
que - egualmente satisfara. Por que sendo eguaes os
angulos a!Cb!, b'Cd', &ec. (156); e sendo Ca'=
Cb'—=Cd'=&ec. ; serio egnaes e isosceles os trian-
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gulos a'Cb', b'Cd', d'Ce', &c.: e por tanto a'h!=
bld'=d'e' —&c. , lados do polygono inscriptoa'b!d'e'f!;
e Chla'=Ch'd!=Cd'h' =Cd'c' =&ec., que ddo a'b'd'=
b'd'e!'—=t&ec., angulos do mesmo polygono.

164. Prosr. Dados dous circulos concentricos ,
circumscrever a o menor um polygono regular , cujos
lados ndo encontrem a circumferencia do maior.

Sejam (fig. 87) os circulos concentricos, cujas cir-
cumferencias estio notadas por C, c.

Solue. Tire-se uma recta AB tangente A circum-
ferencia menor c: ¢ para os pontos 4, B, em que
essa tangente encontrar a circumferencia maior, di-
rijam-se 0s raios 04, OB; que cortario a menor
nos pontos D, E. Mﬂa—se esta pelo meio, e
metades tambem pelo meio, e assim successwameute,
até que resulte um arco menor do que cD (27)-
Tome-se esse _arco do ponto ¢ para D, e para E;
por ex. cd, ce. Tirem-se os raios Od, Oec: e pro-
duzam-se até encontrar a tangente nos pontos a,
b. Serd ab o lado do polygono pedido.

165.  Schol. Osraios Od, O&pmlongados até 4 cir-
cumferencia € marcariam olado do polygono regular;
que se quizesse inscrever no circulo maior, de mo-
do que ndo tocasse a circamferencia do menor.

Este polygono inscripto, e aquelle circumscripto
se dirdo polygonos correspondentes.

—— P C——
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Dos polygonos similhantes.

166, Turor. Os perimetros de dous polygonos simi-
thantes estao entre si, como quaesquer dous lados ho-
mologos.

Demonstr. Denotem 4, B, €, &c. os lados de
um; a, b, ¢, &c. os homologos do outro. Seri
A:a:B:b::C:c:: &c. (126): e por conseguinte

A4-B+C+&e.: atb+tct&e ::d:a::B: b &e,

167. Turor. Sidous polygonos forem similhantes;
dividir-se-hido em egual numero de triangulos respe-
ctivamente similhantes, e similhantemente dispostos, E
reciprocamente : st dous polygonos se dividirem em egual
numere de triangulos respectivamente similhantes, e si-
milhantemente dispostos; serdao similhanies.

Sejam (fig.88) os polygonos similhantes ABCDEF,
abedef; e os lados homologos AB e ab, BC ¢ be,
CD e cd, &c. Digo que tiradas as diagonaes BF, bf;
FC, fe; CE, ce; ficam divididos os polygonos em egual
numero de triangulos respectivamente similhantes, e
similhantemente dispostos.

Demonstr. Gom effeito, por serem os dous polygonos
de egual numero de lados (hyp.), dividir-se-hao em
egual numero de triangulos (148). Ora o primeiro
ABF do polygono P ¢ similhante ao primeiro abf
do polygono p (129); por ser o angulo A=a, e
AB : ab :: AF : af (hyp.). Da mesma sorte o se-
gundo FBC do polygono P ¢ similhante ao segundo
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fbe do- polygono p; por que pela similhanga dos dous
primeiros ¢ AB : ab :: BF : bf, e o angulo ABF=alf;
e pela similhanca dos polygonos é AB : ab :: BC : be,
e o angulo ABC=abc; donde BF : bf :: BC : bc; e
tirando os angulos ABF de ABC, e abf de abe,
fica FBC—=fhc. O mesmo se concluird a respeito
dos terceiros triangulos, e assim dos ‘mais. Logo &e.

Reciprocamente. Sejam os polygonos P, p, divi-
didos em egual numero de triangulos respectivamente
similhantes, e similhantemente dispostos; isto ¢, seja
o primeiro triangulo ABF do polygono P similhante
ao primeiro abf do po]ygono ps; o segundo ao se-
gundo; e assim os mais. Digo que os dous polygo-
nos sao similhantes.

Demonstr. Gomo os triangulos o sio (.hYP-); 0s seus
angulos serdo eguaes; isto é, A=a, ABF=abf,
FBC=[bc, &c. : e por tanto ABC (somma dos dous
ABF, FBC)=abc (somma dos dous abf, fbc). Eassim
se ira mostrando a egualdade respectiva dos mais
angulos dos polygonos. Ora tambem pela similhanga
dos mesmos triangulos é AF : af :: AB : ab :: BF : bf
2t BC : be :: &e. : logo, tirando desta serie de ra-
soes eguaes aquellas, em que (?Btmm os lados dos po-
lygonos, teremos AF: af:: AB : ab :: BC : be ::&e. Lo-
go os dous polygonos sao similhantes (1206).

168. Prosr.. Construir sobre uma recta dada um
polygono- similhante a outro. :

~ Seja (fig. 88) o polygono dado P, ¢ ah a recta,
sobre a qual se pretende construir outro similhante.
J



— 4 =

Solug. Em um dos extremos b da dicta recta faca-
se o angulo abe=ABC. Tome-se bc, quarta propor-
cional ds tres rectas AB, BC, ab (139). Faca-se do
mesmo modo mno ponto ¢ o angulo bed=BCD.
Tome-se c¢d, quarta proporcional &s tres rectas BO,
CD, be. Continue-se desta maneira. Sera construido
sobre arecta ab o polygono pedido.

O mesmo polygono se poderia construir, dividindo
o dado P em triangulos, e fazendo sobre a recta
ab o triangulo abf similhante ao triangulo ABF'; isto
é, fazendo no extremo a o angulo a—=A, e no ex-
tremo b o angulo abf=ABF; o que determinaria o
ponto f: e depois construindo do mesmo modo
sobre bf o triangulo bfc similhante ao triangulo BFC';
o' que determinaria ‘o ponto ¢: e assim por diante,

169. Tuoror. Si em dous polygonos similhantes se
tirarem duas rectas, cada uma em cada um , que fagcam
angulos eguaes com dous lados homologos, e em pon-
tos similhantemente postos a respeito destes lados; as
dictas rectas serdao proporcionaes a quacsquer dous la-
dos homologos.

Sejam (fig. 89) os polygonos similhantes P, p :
e os lados homologos AB e ab, BC e bc, &e. Ti-
re-se pelo ponto L do lado BC uma recta LM; e
pelo ponto /'do seu homologo bc a recta lm; mas
de modo que seja o -angulo blm=BLM, sendo
BL : bl::BC: be. Digo que sera LM : lm :: Ab: ab ::
BC : be :: &e. .

Demonstr. Tirem-se AL, al. Sera o triangulo ABL



similhanle ao triangulo abl (129); por ser o angulo
B=b, e por que sendo AB : ab :: BC : be, e BC : be
:2 BL.: bl (hyp.), é AB : ab :: BL : bl. Logo o an-
gulo BLA=angulo bla, e BAL=bal. Ora é BLM =0blm
(constr.), e BAM=bam (hyp.) s si tirarmos BLA
de BLM, e bla de bln 3 licavhA ALM=ualm : e si ti=
rarmos ' BAL de BAM, e bal de bam ; ficara LAM = lam.
Logo os dous triangulos ALM, alm tambem sao si-
milhantes (127). Mas entio os dous- quadrilateros
ABLM , ablm sio similhantes entre si, pois se di-
videm em egual numero de triangulos respectivamente
similhantes (167). Logo é LM : lm:: AB : ab :: BC : be
s3xe. - (126):

170:  Coroll. Logo os perimetros de dous polyg
nos regulares de egual numero. de lados estio entre
si, como os seus raios ou apothemas. Por qﬂe elles
o estao como quaesquer dous lados homologos (166) ;
e estes, como 0s raios ou apolln,mas, que tambem
sao linhas homologas.

171, Turor. As circumferencias dos circulos estdo
entre si, como 0 S€US TALOS.

Sejam (fig. go) os circulos, cujas ecircumferencias
estido notadas por €, ¢ : e representem R, r os respe-
ctivos raios. Digo que é R:7r:: 0 : e

~Demonstr. Sinao ¢ R : r :: C: c; serd como € para
uma - circumferencia C'>¢, ou ¢'<c¢: e facam-se
concentricas. Seja :: € : €', Imagine-se circumscripto’
a0 circulo menor ¢ um polygono regular, cujos lados
nao enconlrem a circumferencia €' (164), e circum-
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seripto ao maior € outro similhante. Denote P o pe-
rimetro do maior, e p o do menor. SeraP:p:: R:r
(170): Mas tambem supposemos R : » :: €' : €' :logo
P:p::C:Cl Mas P>C (12): logo p>C': o que
¢é absurdo, por ser p ainda menor do que o peri-
metro do polygono correspondente inscripto em (€',
o qual é menor do que C'. Pois seja :: € : ¢/. Ima-
gine-se inscripto no circulo menor ¢ um polygono
regular’, cujos lados nio encontrem a circumferen-
cia ¢! (165); e inscripto no maior € outro similhante.
Denote tambem P o perimetro do maior, e p o do
menor. Seré P : p:: R: r. Mas tambem supposemos
RirwC:ctilogo P:peiG'se'. Mas PLCic logo
p<c!: o que é absaurdo, por ser p ainda maior do
que o perimetro do polygono correspondente cir-
cumscripto a ¢!, o qual é maior do quec'. E pois
nao &R rivoCGaClize, owel <ey'seraR sr::C: ¢

172.  Coroll. Por tanto, conhecida a grandeza, ou
comprimento da circumferencia de um circulo de dado
diametro, serd facil determinar a de outro circulo, cujo
diametro for tambem dado. A isto se diz rectificar a
circumferencia do circulo.

A razio do diametro & circumferencia nio é exa-
ctamente conhecida: temos porém valores sufficiente-
mente aproximados, para que na practica se repute,
como inutil, maior aproximacio.

Por methodos, que nos nio cumpre aqui tractar,
se achou que a razio do diametro 4 circumferencia
¢ a de 1 para3,1415926536. Ludolfo de Ceulen foi o
primeiro, que a deu. Temos tambem a de 113 para
355, publicada por Adriano Metio, e por elle attribuida
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aseu PaePedro Metio; a qual ¢ mui facil de se conser-
var na memoria, e ¢ exacta até 4sexta casa da dizima.
Com efleito sendo avaliada em decimaes da 3,1415929,
valor verdadeiro até & dicta sexta casa. A razio bem
conhecida de 7 para 22, achada por Archimedes,
somente ¢ exacta até 4 segunda casa decimal, como
egualmente se pode ver, avaliando-a do mesmo modo.
Assim seria necessario um circulo de 1000000 pés de
diametro para haver 15 de pé de erro na circumfe-
rencia rectificada pela razao de Metio: e bastaria um
circulo, cujo diametro nao tivesse menos de 8oo pés,
para haver um de erro na circumferencia rectificada
pela raziao de Archimedes. Todas as vezes porém que
desta fizermos uso, poderemos dispensar-nos de fazer
a propor¢ao, e bastara triplicar o diametro, e som-
mar este producto com a septima parte do mesmo
diametro : por quanto 22 5L .

173.  Schol. Achada a grandeza da circumferencia
de um circulo, se conhecera a de qualquer dos seus
arcos, cujo numero de graus e partes do grau for
dado; buscando-se o quarto termo da propor¢ao,
em que os primeiros tres sio: 360°, o numero dos
graus e partes do grau do arco, e a circumferencia
rectificada. Por quanto no mesmo circulo 0s com-
primentos dos arcos sao proporcionaes ao numero
dos graus e partes do grau de cada um delles (29).

e T ———
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SEGUNDA SECCAO.

Das superficies.

174. Consideraremos unicamente nesta Secgio as
superficies terminadas por linhas rectas, ou pela cir-
cumferencia do circulo; isto é, tractaremos somente
das 4reas dos polygonos, e do circulo,

A medigdo das éreas depende (como veremos) da
dos triangulos, e quadrilateros.

Entre os quadrilateros distinguem-se o trapezio, ¢ o
parallelogrammo. Chama-se

Trapezio o quadrilatero, em que ha so dous la-
dos parallelos. Fig. g1.

Parallelogrammo o quadrilatero, em que siao pa-
rallelos os lados oppostos; e por isso eguaes entre

(112). Fig. 92,93, 94, 95.

Tambem entre os parallelogramos se distinguem o
rectangulo , e o quadrado. Chama-se

Rectangulo o parallelogrammo, que tem tados os an-
gulos rectos, e os lados contiguos deseguaes. Fig. 94.

Quadrado o parallelogrammo, que tem todos os an=
gulos rectos, e os lados contiguos eguaes. Fig. 5.

A perpendicular tirada de qualquer ponto de um
dos lados de um parallelogrammo ; ou de um dos lados
parallelos de um trapezio; ou do vertice de um dos
angulos de um triangulo; sobre o lado opposto , pro-
longado si for necessario ; diz-se altura do parallelo-
grammo ; ou do trapezio; oy do triangulo: e o dicto
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lado opposto, chama-se base. Assim EF nas fig. 91,
92, 93, 96, e AB nas fig. 94, 95, é a altura; e
AD é entdo a base. :

O vertice do angulo opposto 4 base de um trian-
gulo tambem se diz wvertice do tnanga!o.

Para abbreviarmos, nomearemos algumas vezes o0s
parallelogrammos somente pelas ]etlas, que marcam
os vertices de dous angulos oppostes. Por ex. (fig. 92)
em vez de dizermos o parallelogrammo ABCD, di-
remos o ‘parallelogrammo AC, ou BD.

175, Turor. 8i dous parallelogrammos tiverem a
mesma base e a mesma ﬂ!&‘-”?'ﬁ, ou bases eguaes e al-
luras eguaes; terdo dreas eguaes.

Sejam (fig. 97) os parallelogrammos ABCD , AFED,
da mesma base, e da mesma altura. Digo que estes
dous parallelogrammos tem &reas eguaes.

Demonstr. Por ser o angulo BAF—=CDE (75); e
set AB=CD, e AF=DE (112); sio eguaes os trian-
gulos ABF; DCE (102). Ora a drea do trapezio ABED
compoe-se da drea do triangulo DCE mais da drea do
parallelogrammo ABCD ; ou da area do triangulo ABF
mais ‘da 4rea do parallelogrammo AFED. Logo, como
as 4reas dos triangulos sio eguaes, ser@io necessaria~
mente eguaes as dos parallelogrammos.

Quanto a0s pftrallelowammos de bases eguaes e al=
taras eguaes, a demonstragio é a mesmas; Ppois se re-
duzem ao caso presente, ajustando a base de um
com a do oufro, e sobrepondo-os. :

Estes parallelogrammos dizem-se equivalentes.



176. Coroll. Dividindo pois (fig. 98) a base AD
de qualquer rectangulo AC, em quantas parles eguaes
quizermos, por ex. AE, EF, &c.; e levantando dos
pontos da divisao perpendiculares & dicta base; o
rectangulo proposto ficard tambem dividido em
outros tantos rectangulos AI, EL, &c. eguaes
entre si. B por isso serd 4I : EL : FM : &ec. ::
AE : EF : FG : &c. : e logo AC (somma de
todos os antecedentes) : 4D (somma de todos os
consequentes) :: 41 (um so antecedente) : 4E (seu
consequente); ou como qualquer numero daquellas
partes de 4C para o mesmo numero destas de AD.

Por ex. :: AL : AF :: EN : EH :: EC : ED :: &c.

177. Turor. Si um parallelogrammo e um trian-
gulo tiverem a mesma base e a mesma altura , ou bases
eguaes e alturas eguaes; serd a drea do triangulo
metade da do parallelogrammo.

Seja (fig. 99) o triangulo AFD da mesma base e
altura do parallelogrammo 4 BCD. Digo que a drea
do triangulo é a metade da do parallelogrammo.

Demonstr. Tire-se pelo ponto D a recta DE pa-
rallela a 4F; e continue-se FC até encontrar DE
em um ponto FE. Serdo eguaes as dreas dos paralle-
logrammos ABCD, AFED (175). Mas o parallelogram-
mo AFED compoe-se dos dous triangulos AFD, DFE,
eguaes entre si (107). Logo a 4rea do triangulo AFD
é a metade da do parallelogrammo A4FED; e por
consequencia tambem metade da do parallelogram-
mo ABCD.
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178.  Coroll. Deste Theorema, e do precedente,
se deduz: que os triangulos da mesma base e da
mesma altura, ou de bases eguaes e alturas eguaes,
tem éreas eguaes.

Estes triangulos dizem-se equfﬁentes.

179. Tneor. As dreas dos rectangulos estao entre
si, como os productos das suas bases multiplicadas
pelas suas alturas.

Sejam (fig. 100) os rectangulos AF, AC, que
tenham por bases AG, AD, e por alturas AE, AB.
Digo que é AF : AC :: AGX AE : AD X AB.

Demonstr. Continue-se EF até encontrar CD. Te-
remos os rectangulos AF, AIH da mesma altura AE.
Ora as dreas destes dous rectangulos estao entre si,
como as bases; isto &, AF : AIl :: AG : AD. Por que
si ndo é AF : AH :: AG : AD; serd como AG para
um quarto termo X > ou < AD. Seja :: AG : AR> AD.
Conceba-se dividida a base AG em tantas partes eguaes,
que continuando-se a divisio de G para R, caia um
dos pontos entre D, e R; por ex. I. Complete-se
o rectangulo AQ. Serd AF : AQ :: AG : AI (176).
Mas tambem supposemos AF : AH :: AG : AR:
logo AQ : AH :: Al : AR. Mas AQ > AH: logo
AI > AR: o que ¢ absurdo. Com egual raciocinio,
imitando o que temos feito em outros logares, se
demonstrard tambem nio ser :: AG : X <AD. E pois
pio & AF : AH :: AG : X>ou<AD ; seri

: AF : AH :: AG : AD.
Pela mesma razao, considerando os rectangulos
K
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AH, AC, como tendo a mesma altura AD sobre as
bases AE, AB, sera
A 2A0" ;2 S AT A,

Logo multiplicando ordenadamente os termos destas
duas proporcoes, e simplificando a primeira razio,
teremos :

AF : AC :: AG X AE : AD X AB, (*)

180. Coroll. Quanto pois dissemos a respeito dos
rectangulos, se extende a quaesquer parallelogram-
mos; e por conseguinte aos triangulos. Por que todo
o parallelogrammo ¢é egual em é4rea ao rectangulo da
mesma base e da mesma altura (175). E quanto aos
triangulos: como as suas dreas sdo metades das de
parallelogrammos da mesma base e da mesma altura
dos triangulos (177), necessariamente hio de ter a
mesma razao que as desses parallelogrammos, ou re-
ctangulos.

-——-uaﬂu--—--
Da avaliacao das areas, e da sua medida.

181.  Por quanto medir a 4rea de uma figura &
determinar quantas vezes esta contém outra conhe-
cida, a qual se considera entap, como unidade; e
sabemos que as dreas dos parallelogrammos estio entre

(*) Nio pareca que multiplicamos 4reas por #reas, e linhas por
linhas. Multiplicam-se as razdes geometricas entre si, isto é, mu-
meros por numeros, Com effeito a 1.* proporcio di AF__AG,

. A0~ 4D
AH__AE i AP AH AG i
e a 2. =" Por conseguinte g X Zm5="p X %; donde &e.



si, como os productos das suas bases multiplicadas
pelas suas alturas; segue-se, que, si denotar A a al-
tura, e B a base de um parallelogrammo P, cuja
drea se pretende avaliar; e @ a altura, e b a base
de outro parallelogrammo p, tomado para medida,
ou unidade de drea; teremos conhecida a daquelle,
visto que podemos saber, quantas vezes contém a
*deste. Com eﬂ’eito por ser P :p i BXA : bXa,
serd -}1— TX2 A:o que faz ver, que para avaliar-
mos a 4red “de qualquer parallelogrammo P deve-
mos, depois de examinar quantas ‘vezes na sua ba-
se B se contétm a base 4 da unidade de 4rea, e
quantas na altura 4 se contém a altura a, multipli-
car esses dous quocientes, e o producto nos mos-
trard o numero de vezes, que a frea escolhida para
medida se contém na do parallelogrammo, que se tra-
cta de avaliar.

Como porém amedida commum das 4reas, e a mais
simples, ¢ um quadrado conhecido, por ex. um pé
quadrado, uma braca quadrada, &c. ; no caso de
que por p escolhamos qualquer dessas medidas, v. gr.
um pé qu'\dmdo (1""); entao =% X £ se torna em
;%—,p X153 ou P=BXA: expressio abbreviada, e
donde vem dizer-se geralmente :

182. A éarea de um parallelogrammo se avalia,
multiplicando a base pela altura: e por tanto a de
um quadrado, pela segunda potencia do seulado (*).

(*) Por isso se diz quadrado de um numero, ainda que impro-
priamente, a segunda potencia desse numero,
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Nio se perca porém de vista, quando assim nos
expressarmos, que se deve inlender por esse pro-
ducto o numero de medidas quadradas, que se con-
tém na area procurada.

185. Coroll. 1.° Logo a érea de qualquer trian-
gulo avalia-se, multiplicando a metade da base pela
altura (177).

184. Coroll. 2.° E daqui se segue: que as ireas
de dous triangulos similhantes estio entre si, como
os quadrados dos seus lados homologos. Por que
dando-se-lhes por bases quaesquer dous lados homo-
logos B, b; como entio as suas alturas 4, a, sao
tambem linhas homologas (169); temos 4 : a :: B : b,
e 3 B:4b:: B:b;e multiplicando ordenadamen-
te estas duas proporgoes, resultad BXA:31bXa
2332 abss

185. Coroll. 3.° Logo em geral as 4reas de dous
polygonos similhantes estao entre si, como os qua-
drados de quaesquer dous lados ou linhas homo-
logas. Por que os polygonos similhantes podem-se
considerar compostos de egual numero de triangulos
respectivamente similhantes, e similhantemente dis-
postos (167) : e por tanto a 4rea de cada triangulo
do 1.° polygono serd para a drea do triangulo corres-
pondente no 2.°, como o quadrado de um lado da-
quelle para o quadrado do homologo deste. Ora ten-
do todos os lados homologos a mesma razio entre si,
tambem devem ter a mesma razio os seus quadra-
dos : logo a area de cada triangulo do 1,° polygono
serd para a érea do seu corrcspondente no 2,°, co-
mo o quadrado de qualquer lado do 1.° polygono



para o quadrado do lado homologo do 2.° Por con-
sequencia a somma das dreas de todos os Iriangu-
los, de que se compbe o 1.° polygono, isto é, a
sua drea, serd para a somma das dreas de lodos
os triangulos, de que se compoe o 2.° polygono,
isto ¢, a sua area; como o quadrado de qual-
quer lado do 1.° para o quadrado do lado ho-
mologo do 2.° .

186.  Schol. Yé-se portanto : que nos polygonos
similhantes basta comparar os quadrados de quaes-
quer lados ou linhas homologas, para saber-se a rela-
¢do, que ha entre as suas dreas. Porém geral-
mente em quaesquer figuras, é necessario primei-
ramente avaliar a drea de cada uma, e depois com-
parar esses valores referidos 4 mesma medida. Ora
nos polygonos serve de muito a avaliacao das dreas dos
triangulos; pois por ellas se pode sempre avaliar a
drea de qualquer polygono; o que se faz, dividindo-o
em triangulos (148), calculando separadamente a
drea de cada um, e depois sommando todos esses
resultados. Comtudo, ainda que em geral este é o
meio de avaliar a 4rea dos polygonos, nao & elle
0 mais expedito em alguns casos, nem applicavel 4s
figuras terminadas por linhas curvas. Temos metho-
dos mais promplos, como vamos ver nos Theoremas
seguintes.

187. Turor. A drea de qualquer trapezio avalia-
se; multiplicando a semi-somma dos lados parallelos pe-
la altura do trapezio.



Seja (fig. 91) o trapezio ABCD ; e EF a sua
altura. Digo que a érea ¢ — 42+ BC w [F.

Demonstr. Tire-se a diagonal BD. Entio a édrea do
trapezio compde-se da 4rea do triangulo ABD =3 AD
X EF, e da drea do triangulo BCD = % BC X EF
(183). Logo a érea do trapezio ABCD = } AD X EF
44 BCo% EF —42E5C & BF:

188.  Schol. Em log bl
lados parallelos, podemos substituir a linha GM pa-
rallela a AD, tirada pelo ponto & meio do lado AB;
isto é, pode dizer-se, que a 4rea de um trapezio se
avalia tambem, multiplicando pela sua altura a linha
tirada em egual distancia dos lados parallelos. Com
effeito, por ser BG =3 AB, e GM parallela a 4D,
os triangulos similhantes ABD, GBI dio GI=4AD;
e os triangulos similhantes BDC, IDM dio IM =

3 BC. Lcwo GI+IM, ouGM é = § AD + 4 BO=
AD 4- BC
4D 450,

189. Turor. A drea de qualquer polygono regu-
lar avalia-se, mut’tap!:cando a metade do perimetro
pelo apothema.

Seja (fig. 81) o polygono regular ABDEFG. De-
note A a 4rea ; a o apothema ; e P o perimetro.
Digo que 4A=131P X a.

Demonstr. Como os raios de um polygono regu-
lar o dividem em tantos triangulos isosceles ecguaes,
quantos sao os lados do mesmo polygono (153) ; é
evidente que para avaliarmos a sua area bastard cal-
cular a de um desses triangulos, e multiplicar depois
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o _resultado pelo numero dos lados do, polygono.
Ora a drea de qualquer dos triangulos, ABC, ¢é =
3 AB x Cm. Logo, representando z o numero dos di-
ctos lados, serd a area do polygono =#n.AB X Cm;
isto é, A=3 P X a.

190. Turor. Adrea de qualquer circulo avalia-se ,
multiplicando a metade da  circumferencia pelo raio.

Seja (fig. 146) o circulo, cuja circumferencia esta
notada por C. Represente R o raio, e 4 a éarea. Digo
que A=3 CXR.

Demonstr. Sinaoé A—=13% C X R; seja 3 C X R o valor
da é4rea de outro circulo maior, ou menor do que o
proposto. Seja=drea do circulo maior concentrico,
cuja circumferencia estd notada por €. Imagine-se cir-
cumseripto ao circilo € um polygono regular, cujos
lados nio encontrem a circumferencia €' (164). De-
note P o perimetro desse polygono. Serd a sua
drea—=3 P X R (189). Ora esta 4rea ¢ menor do que a
do circulo G': logo sera 3 P X R <30 x R;istoé,P<C:
o queé absurdo (12). Pois seja § € X R=area do circulo
menor concentrico, cuja circumferencia estd notada
por ¢. Imagine-se circumseripto ao circulo ¢ um po-
lygono regular, cujos lados nao encontrem a circum-
ferencia €. Denote p o perimetro desse polygono, e r
o raio do circulo ¢. Ser4 a sua drea=4pxr. Ora esta
drea é maior do que a do circulo ¢: logo serd
3pXr>3CxXR: o que é absurdo, por ser r<R,
e p<C. E pois nio ¢ % CXR=hrea>ou<4d; serd
A=3 CxR.



191.  Coroll. 1.°>- Como a 4rea do circulo se ava-
lia, multiplicando a metade da circumferencia pelo
raio; segue-se, que a de qualquer sector se avalia-
rd4 tambem, multiplicando a metade do seu arco
pelo raio. Por que no mesmo circulo as dreas dos
sectores sio proporcionaes aos seus arcos (28)ﬁ e
assim, denotando § a 4rea de um sector, e a o
seu arco, serd € :a:: 30X R : S; donde S—=3axR.

192. Coroll. 2.° As dreas dos circulos, ou dos
sectores similhantes, isto é, do mesmo numero de
graus, estdo entre si, como os quadrados dos seus raios.
Com effeito, denotando C, ¢ as circumferencias de
dous circulos, e R, 7 os respeciivos raios, como te-
MO8 CH e R R ITr (171, € g I tung st s
multiplicando ordenadamente estas duas proporcoes,
resulta 3 CXR s dexri: R2: v,

193.  Schol. A 4rea de qualquer segmento de
circulo AGBA (fig. 19) se achard, tirando da &rea
do sector CAGB a do triangulo ABC.

194. Tnror. Si se construirem tres figuras simi-
thantes sobre os tres lados de um triangulo rectan-
gulo, cada uma sobre cada wm; a drea da figu-
ra formada sobre a hypothenusa serd cgual d som-
ma das dreas das figuras f[ormadas sobre os outros
dous lados.

Seja (fig. 101) o triangulo rectangulo ABC, e o
angulo recto em A. Denotem §, 8!, §'! as dreas
das figuras similhantes construidas sobre os lados do

triangulo. Digo que S=8"4-§''.



~Demonstr. Do ponto 4 abaixe-se sobre a hypo-
thenusa a perpendicular A4D. Represente T a area
do triangulo 4BC; T'!a do triangulo 4BD;e T!a
do triangulo 4 DC. Por serem similhantes estes trian-
gulos (134 )ssera 7 : 7! : 7!t :: BT e [184)
Mas hmbem pcla similhanca das figuras é s : s! : 5"
it BC 1 dB : AC (185): logo S :8!::8!t:: T« TV,
e por conseguinte S : S'4-8!! 2 T : T4 T'.
Mas é evidentemente I'=1""4- 7!, Logo tambem
S=8/+8!. ()

195. Coroll.1.° Pois os triangules 4 BC, ABD, ACD
tem todos a mesma altura AD; serda T': T! : T
:BC : BD : CD (180, 179). Mas tambem , segundo
acabamos de ver, é T : Tt : T1l :: § : S! : S!!:
logo S : §' : 8! :: BC: BD : CD. Quer dizer, que a
area da figura formada sobre a hypothenusa é para
cada uma das 4dreas das figuras similhantes forma-
das sobre os outros dous lados, como a hypothe-
nusa para cada um dos segmentos adjacentes a estes
mesmos lados, feitos esses segmentos pela perpen-
dicular tirada do vertice do angulo recto sobre a
mesma hypothenusa.

196. Coroll. 2.° Consequentemente em um cir-
eulo (fig. 102) os quadrados de quaesquer cordas

(*) E um caso particular deste Theorema aquella celebre pro-
posicio do quadrado da hypothenusa, a qual vem demonstrada em
particular em algumas Geometrias; isto 6, que a drea do quadra-
do formado sobre a hypothenusa é egual 4 somma das édreas dos qua—

drados formados sobre os outros dous lados.
L
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AD, AE, tiradas dos extremos de um diametro 4B,
sdo como os segmentos adjacentes 4G, AF, forma-
dos pelas perpendiculares DG, EF abaixadas dos extre-
mos das mesmas cordas sobre o diametro. Com effeito,
tirando-se as rectas DB, EB, os triangulos 4 DB, AEB
rectangulos em D), e E (98), dao ab" : 7B = 46 4B
e AL : B it AF: AB. E logo TD° i AT i AG: AF.
197. Schol. O mesmo Theorema nos offerece
um meio de acharmos o valor numerico de qualquer
dos lados de um triangulo rectangulo, quando forem
dados os outros dous lados. Por que sendo (fig. 101)
e = TB +7C 3 e por conseguinte 7B =BC —AC 3
si dados os dous lados do angulo recto se pedir
a hypothenusa, serd Bc = -1/(732-.-[%3.'6’) : e si dada
a hypothenusa, e um dos outros seus lados, por
. . F — | —
ex. AC, se pedir o terceiro, serd 4B =4/ (BC — 4C ).

198. Pro»r. Dado um polygono, construir outro
similhante, cuja drea esteja para a daquelle em uma
razdo dada.

Seja (fig. 103) o polygono dado X; e m: n a
razao em que deve estar a drea deste para a do
que se pretende construir similhante.

Solug. Tire-se umalinhaindefinida DE, sobre a qual
se tomem as partes DP, PI taes, que seja DP : PE
::m :n (136). Sobre DE, como diametro, descre-
va-se a semi-circumferencia DME ; e do ponto M,
onde a perpendicular PM levantada do ponto P a
encontra, tirem-se para os extremos do diametro as

cordas MD, ME. Tome-se sobre MD de M para D
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arparte: MF egual 2 um:dos lados do polygono, por
ex. AB: e tire=sé pelo  ponto F a recta FG parallela
a' DE, até encontrac ME emcum ‘ponto G. Con-
struindo - sobre’ MG, como homologa. de 4B, um
polygono, similhante ao dade X- (168), dlgo que sert
este. o polygono pedido.” - by &pe
Demonstr. Por ser PM perpendiculara DE (constr. );
serd WD 1 ME it pp 3 EP (196);00 D"t ME mzn,
visto que ¢ m :m:: pp.: Ep (constr.). Mas: por ser
FG parallela’a DE (constr.):, temos MD= ME:: MF,
ou:ABf MG (122); e por mhseqmbm WD R 2
AR : w6 ulogotambem 78 : wGT :t moz n. Masié
ﬁﬂ:m 2 édrea do polygono X : érea do si-
milhaate construido sobre MG (185). Logo tambem
as dlctas dreas estao naqueﬂaz'ramao. ains T

YT Tt

lgg. PRGBL. Dado um cireulo, inscrever, ow cir-
cumscrever=the wm polygono regular , cuja drea diffira
da do circu!'a_,- quam pouo'o se quizer

Seja (fig. 104) o clrculo CABDA. Pede—se 0 po-
lygono inscripto.

Solue.  Inscreva-se . 'qualquer- polygono - regular
ABD &c. Sobre este inscreva-se outro tambem re-
gular, mas de duplicado numero de lados, AFB &e.
(158)." Continue-se assim. Digo que se ha de chegar
a inscrever um polygono, que satisfaca ao que se
pede.

Demonstr. Tire-se pelo ponto (F a tangente mn ;
e construa-se sobre 4B o rectangulo Am. Serd a
area do triangulo AFB metade da desse rectangulo.
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(177). Ora a drea do rectangulo ¢ evidentemente
maior do que a ‘do segmento 4FBA. Logo a do
triangulo sera: tambem maior do que a da metade
do segmento. Por conseguinte, tirado ‘do segmento
o triangulo, serd: o residuo, isto é, a' somma das
areas dos segmentos AF A4 , BFB, menor do que a
metade ‘da érea 'do segmento AFBA. Logo si'o nu-
mero:dos lados de : cada polygono inscripto se  for
successivamente : duplicando , sempre ‘se ird tirando
amais: e mais do que a metade do residuo:'e conse-
quentemente chegar-secha a uma differen¢a ‘tam pe-
quena, que se]a menor - do que qualqucr assigha-
da (27)- :

Seja ‘agora (I'g 104*) 0 clrculb CDGD Pede—se 0
polyn‘ono circumscripto.

Soluc. Circumscreva-se um polygono re"ular, cujo
meijo lado- seja:DF. Sobre este circumscreva-se oulro
tambem, regular, mas de duplicado numero de lados,
o que se faz, conduzindo do centro. € ao ponto:F
a recta CF, e tirando pelo ponto &G, onde esta en-
contra a circumferencia, a tangente GIH , que serd
meio lado do polygono DHG &ec. de duplicado numero
de lados. Continue-se assim. -Chegar-se-ha ‘a ‘cir-
cumscrever um polygono, que satisfaga ao que se
pede.

Demonstr. Tne -se a cmda DG; e DI pCPPEIldICll~
lar a CF. Por quanto é DH=HG; e FH>HG;
serd FH >HD: e por consequencia FG > GI (122).
Ora $ FG X H(G ¢ a expressio da 4rea do triangulo
FHG, e % GI X HG a do triangulo HDG (183). Logo
sera a area do triangulo FIIG > area do triangulo 1. DG
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@ por conseguinte a area do mesmo FHG maior do
que a metade da do- tuangulo FDG. Mas & a drea
de FDG evidentemente maior do que a do ‘mikti-
lineo - FDoG : logo a ‘do" ‘triangulo FHG muito maior
do ‘que ‘a'metade da do mesmo mixtilineo FDoG ;
isto é, a érea do residuo' HDoG , ‘depois de tirado
o triangulo FHG ‘do" mixtilineo: FDoG, serd menor
do que a metade da’ drea deste mixtilineo. Logo, si
o numero dos lados deé eada polygono ci'l‘cui:n'scfipi;o
se for sucecessivamente ' duplicando’;” %eﬂipi'é""se ird
tirando ‘mais ' e mais ‘do - que a ‘metade do residuo:
e consequentemente chegar-se-ha a’ uma differenca
tam pequena; que seja menor do que qualquer
assignada. A

200.  Conecluiremos esta Secgao expom:fo um me-
thodo muito ‘simplés na practica, para se’ medirem
as 4reas de algumas figuras, bem que seja bastante,
o que fica dicto (186) para a medi¢io das éreas
das figuras rectilineas de -toda a specie. Consiste elle
(fig. 105) em se tirar na figura uma linha 4G, e
abaixar sobre ella do vertice de cada um dos angu-
los as perpendiculares BM, LC, DK, EI, FH : me-
dir cada uma destas linhas, como tambem os in-
tervallos 4N, NO, OP, PQ, QR, RG: e por que
a figura fica repartida”ém muitas partes, das quaes
as duas extremas podem ser triangulos, e as mais
trapezios; medir' aquelles,’multiplicando a metade
da base pela altura (183) ; e estes multiplicando a
semi-somma’ dos lados parallelos pela distancia per-
pendicular ‘destes mesmos lados (187).

Quando a figura for terminada por linha curva;
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medir-se-ha com sufficiente exactiddo para a practica,
dividindo a linha A7 (fig. 106), que se:tirara pelo
seu, major comprimento, em um grande numero de
partes, a fim de que os arcos AB, BC, &c., que
estao entre as' perpendiculares;, se possam conside-
rar, como linhas rectas: e para fazer o caloulo mais sim-
ples que é possivel, se farao as partes 40, OP; &c.
eguaes entre si. Para ter-entio a drea, sommar-se-hao
todas aslinhas BV, CM, &ec., e so metade dalinha GH,
si-a curva for terminada por uma recta GH perpendi-
cular a AT ; esta somma se multiplicard por um dos
interyallos . 40 ; e o producto serd o valor da drea,
que : se busca. E’ consequencia 1mmed1ata do que
dissemos em o n.° 187. .

Si se tractasse do spaco BNHG terminado pelas
linhas BN, GH; tomar-se-hia, ndo BN inteira, ' mas
somente a'sua metade.

———— e O C————

TERCEIRA SECGAO.
Dos Planos.

201. Nao supporemos presentemente nos planos
nem grandeza nem figura determinada: consideralos-
hemos indefinidamente extensos para toda a partes
e so para ajudar a imaginagao os 1epresentaremos
com uma figura.
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20a. Uma recta nio pode ter parte em um pla-
no, e parte mais elevada ou mais baixa a respeito
desse plano (10). E o mesmo se deve intender de
um plano a respeito de outro plano (16).

203. Turor. 4 interseccao de dous planos ¢ sem-
pre linha recta.

Demonstr. Que é linha, segue-se do que acaba-
mos de dizer, e da definicio que démos da super-
ficie : e mostra-se que ¢ recta; por quanto nao pode
haver nessa intersec¢io tres pontos, que nao este-
jam em linha recta, sem que os planos se confun-
dam (16).

20f. Coroll. 1.° Logo por uma mesma recta po-
dem passar muitos planos. '

205. Coroll. 2.° Consequentemente ~podem no
Spago duas rectas ser perpendiculares a uma ter-
ceira, sem serem parallelas entre si, e sem todavia
se encontrarem. Com efleito, si no plano ABD
(fig. 107), que corta o plano EG narecta BD,
se tirarem duas perpendiculares B4, DC, 4 dicta
recta, serd BA parallela a DC (73, 3.°); mas ndo
a respeito de outras quaesquer perpendiculares, que
se levantarem sobre a dicta recta nos differentes
planos que por ella podem passar, como por ex. DH
no plano EG.
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Das linhas rectas consideradas nas diffe-
rentes posicées, que podem ter
a respeito dos planos.

200. Turor. Si uma recta for perpendicular a
outras duas rectas no ponto, onde estas duas se cor-
tam ; serd tambem perpendicular a todas as mais re-
ctas, que a tocarem, exvistentes no plano das duas.
(E se dird perpendicular ao plano; e reciprocamente).

Seja (fig. 108) a recta €D perpendicular as duas
Ee, Ff, no ponto D, em que estas duas se cor-
tam: e seja AB o plano, que ellas determinam.
Digo que CD sera tambem perpendicular a todas as
mais rectas, que a tocarem, existentes no plano AB.

Demonstr. Tire-se pelo ponto D no plano 4B uma
recta indefinida Gg: e tomem-se eguaes as partes DE,
De, DF, Df. Tirem-se FE, fe. Serio eguaes os
triangulos DEF , Def, como tendo dous lados re-
spectivamente eguaes, ¢ egual o angulo formado
por esses dous lados; a saber, EDF = eDf (102).
Logo sera FE={fe; e por isso, e por serem eguaes
as obliquas CF e Cf, CE e Ce, pois se desviam
egualmente da perpendicular €D (38 ); serdo egudes
os. triangulos FCE, fCe (107); e logo o angulo
CEF = angulo Cef. Temos tambem que os trian-
gulos GDE, gDe sio eguaes (105); por ser DE = De
(constr.), o angulo GDE =angulo gDe, e o angulo
DEG = angulo Deg, pela egualdade dos triangulos
DEF , Def. Logo seri EG=eg: pelo que, e por
termos concluido ser CE = Ce, e eguaes os angulos
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CEF, Cef; serio eguaes os triangulos CEG, Ceg.
Mas ¢ por isso OG=Cg; e pela egualdade dos trian-
galos GDE, gDe, ¢ DG=Dg: logo serd CD per-
pendicular a Gg (42). Mas a recta Gg foi tirada
arbitrariameate pelo ponto D no plano AB. Logo CD
serd tambem perpendicular a toda outra recta,
que a tocar, existente no dicto plano; isto é, CD
perpendicular ao plano AB.

207. Turor. Por um ponto ndo se pode tirar
mais do que uma perpendicular a um plano.

Este Theorema comprehende dous casos: por que
ou o ponto estd no plano, ou fora.

1.° Listeja o ponto no plano; e seja este GE (fig. 107),
e aquelle D. Digo, que por D nio se pode tirar
mais do que uma perpendicular ao plano GE.

Demonstr. Si é possivel , tirem-se duas; e sejam
AD, CD. Conduza-se por 4D e €D o plano ADC, que
cortard o outro GE em uma recta BD. Serio AD, (D
perpendiculares a BD (206): o que ¢ impossivel
('36) Logo &e.

* Esteja agora o ponto fora do plano; e seja este o
mesmo GE, e aquelle 4. Digo que por A nio se pode
tirar mais do que uma perpendicular ao plano GE.

Demonstr. Si é possivel, tirem-se duas perpendi-
eulares; e sejam AB, AD. Conduza-se por ABe AD
o plano ABD, que cortara o outro GE na recta BD.
Serio AB, AD perpendiculares a BD (206): o que
¢ tambem impossivel (36). Logo &e.

208. A recta, que encontrando um plano, lhe
M
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nio ¢ perpendicular, se diz obliqua a esse plano:
e a sua inclinagao se mede pelo angulo formado pela
mesma recta, e por oufra existente no plano enire
ella e a perpendicular, que de qualquer ponto da
obliqua cair sobre o mesmo plano. Por ex. (fig. 108)
si for CE obliqua ao plano 4B, e OD perpendicu-
lar; o angulo CED medir4 a inclinacao de CE a re-
speito do plano 4B.

209. Turor. Si duas, ow mais obliquas a um pla-
no , tiradas de um mesmo ponto situado fora delle,
forem eguaes ; desviar-se-hio egualmente da perpen-
dicular abaixada do dicto ponto, e fardo com esta an-
gulos eguacs. E si as obliquas forem deseguaes; a
menor se desviard menos, e fard angulo menor.

1.° Sejam (fig. 109) as obliquas eguaes DE, DF, &c.,
e a perpendicular DC, tiradas para o plano 4B do
ponto D situado féra. Digo que CE=CF=&ec.

Demonstr. Os triangulos DCE, DCF, &c. sio re-
ctangulos em C, e eguaes (109); por terem o lado
commum DO perpendicular ao plano. 4B, e as hy-
pothenusas eguaes (hyp.). Logo é CE=CF=&c., e
o angulo EDC=CDF=&¢. .

2.° Seja porém DG>DE. Digo que CG>CE; e
o angulo. CDG > CDE.

Demonstr. Goneeba-se totalmente applicado o trian-
gulo €DE sobre o triangulo €DG. Caird CE sobre
CG; por ser o angulo DCE=DCG, como rectos. Mas
¢ DG>DE (hyp.): logo o ponto E caird entre C, e
G (537). Logo CG>CE, e o angulo CDG>CDE.
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210. Coroll. 1.° Reciprocamente: si duas, ou mais
obliquas a um plano, tiradas de um mesmo ponto
situado fora delle, se desviarem egualmente da per-
pendicular abaixada do dicto ponto, ou fizerem com
esta angulos eguaes; serdo eguaes. E as que menos
se desviarem , ou fizerem angulo menor, serdo menores.

211, Coroll. 2.° Logo a perpendicular é a menor
recta, que para um plano se pode tirar de um ponto
situado- fora. (Por ella se mede a distancia, isto é,
a altura, em que estd um ponto a respeito de um
plﬂﬂo.) ) Ly i e ; i

212. Tuaeor. Si no mesmo ponto de wma recta
outras tres lhe forem perpendiculares; estas tres ewis-
tirao em um mesmo plano.

: : 3

Sejam (fig. 110) as tres rectas AB, BC, BD, per-
pendiculares a EB no ponto B. Digo que AB, BC, BD
estao todas em o mesmo plano.

Demonstr. Si é possivel, nao esteja BC no plano
das duas 4B, BD: e seja BF a intersec¢ao desse
plano com o plano das outras duas EB, BC. Por
ser EB perpendicular a AB e a BD (hyp.); sevd EB
tambem perpendicular a BF (206). Mas egualmente
EB ¢ perpendicular a BC (hyp.): logo no plano
EBC estio duas perpendiculares BF, BC, levantadas
do mesmo ponto B sobre a recta EB: o que é im-
possivel (36). Logo &e.

213. Coroll. Por um ponto de uma recta nio
podem passar dous planos perpendiculares a esta.
Por que, si passassem, poder-se-hia tirar por esse
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ponto tres rectas; duas em um dos planos, e uma
no outro; que seriam perpendiculares a aquella outra
no dicto ponto (206), e ndo estariam todas tres no
mesmo- plano, contra o que acabamos de demonstrar,

214. Prosr. De um ponto dado em um plano, le-
vantar a perpendicular a esse plano.

Seja (fig. 111) o plano AB; e o ponto C.

Solug. Tirem-se pelo ponto dado, e no plano,
duas rectas DE, FG perpendiculares entre si. Faga-se
passar por uma dellas, DE, qualquer plano DEI. Ti-
re-se neste a recta CI perpendicular a DE no ponto
C: e no plano determinado pelas duas €I, CF, le-
vante-se do mesmo ponto a recta CH perpendicular
a FG. Digo que CH ¢é a perpendicular pedida.

Demonstr. Por ser DC perpendicular a €1, e a CF
{constr. ); é tambem perpendicular a CH, que estd
no plano ICF (206). Mas CH egualmente é perpen-
dicular a CF (constr.). Logo CH ¢ perpendicular ao
plano DCF, isto ¢, ao plano AB.

215. Prosi. De um ponto dado fora de um pla-
n0, abaizar a perpendicular a esse plano.

Seja (fig. 109) o plano AB; e o poato D.

Selug. Tive-se do ponto D para o plano uma re-
cta DE tal, que gyrando ao redor do ponto D, de-
screva mo mesmo plano uma circumferencia de eir-
culo EFHE, como necessariamente o sera(209). De-
termine-se o seu centro (54): e deste para o ponto
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dado D tire-se a recta €D. Sera CD a perpendicu-
lar pedida (209).

216. Prosi. Por um ponto dado em uma recta
tirar um plano perpendicular a essa recta.

Seja (fig. 112) a recta EF; e o ponto G.

Solug. Faca-se passar por EF dous planos quaes-
quer EFH, EFI. Levantem-se do ponto G duas per-
peadiculares a EF; uma GH no plano EFH, e a
outra GI no plano EFI. Digo que o plano HGI de-
terminado por estas duas perpendiculares é o pe-
dido (206).

217. Tupor. A recta, que pelo vertice do angulo,
que mede @ inclinacdo de wma obliqua @ um plano, se
tirar nesse plano perpendicularmente & outra recta , que
forma o dicto angulo com a obliqua ; serd tambem per-
pendicular d mesma obligua.

Seja (fig. 113) a recta €D obliqua ao plano 4B
e o angulo CDE, o que mede a inclinagao. Tire-se
FG perpendicular a DE no ponto D, e no plano AB.
Digo que FG é tambem perpendicular a CD. ;

Demonstr. De qualquer ponto € da obliqua €D
abaixe-se CE perpendicular ao plano 4B (215); e
caird sobre DE (208). Tome-se DF=DG; e tirem-se
as rectas GE, EF, CG, CF. Serh GE=EF (38); por
ser DE perpeadicular no meio de FG (constr.). Con=
seguintemente as rectas CG, CF se desviam egual-
mente da perpendicular CE ao plano 4B. Logo ¢
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CG=CF (210). Logo os pontos €, D da recta CD
estao equidistantes dos pontos F, & da recta FG.
Logo €D ¢ perpendicular a FG (42).

218. Tucor. Si uma de duas parallelas for per-
pendicular a um plano; tambem a outra o serd.

Sejam (fig. 107) as rectas parallelas AB, CD; e
seja AB perpendicular ao plano GE. Digo que tam-
bem €D ¢ perpendicular ao mesmo plano.

Demonstr. Tire-se a recta AD; e no plano GEa
recta FH perpendicular no ponto D 4 intersec¢io
BD do plano das parallelas com o plano GE. Sera
FH tambem perpendicular a AD (217); e por tanto
perpendicular ao plano ABD (206). Logo FI egual-
mente ¢ perpendicular a CD, que estd nesse plano.
Mas tambem €D é perpendicular a BD (6g); por
ser a sua parallela AB perpendicular ao plano GE
(hyp.), e por isso perpendicular a BD. Logo CD
perpendicular as duas BD, FH, ¢ perpendicular ao
plano GE, em que ellas estao.

219. Coroll. 1. Duas rectas AB, CD perpendi-
culares ao mesmo plano GE siao parallelas entre si.
Por que a parallela a AB, que se tirasse pelo ponto
D, seria perpendicular ao plano GE: e do mesmo
ponto nao se pode levantar mais do que uma per-
pendicular a um plano (207).

220. Coroll. 2.° Duas rectas AB, €D (lig 112)
parallelas a uma terceira EF, ainda ndo estando todas
situadas no mesmo plano, sio parallelas entre si. Por
que ao plano, a que a terceira for perpendicular,
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tambem serio perpendiculares as outras duas; e por
conseguinte parallelas entre si.

221.  Coroll. 5. Logo qualquer recta EF situada
fora de um plano, e parallela 4 outra 4B tirada nesse
plano, nio podera encontralo, por mais que se con-
tinue para uma e outra parte. (E se dird tambem
parallela ao plano). Com effeito si EF encontrasse
o plano em algum ponto; por esse ponto e no dicto
plano tirar-se-hia outra recta parallela & 4B (74),
a qual seria tambem parallela a EF: o que ¢ contra
a definigao (68). '

222. Tueor. Os angulos, que respectivamente tem
os lados parallelos , e estdo voltados para a mesma
parte, ainda estando situados em dt/]‘erentes planas y
sdo eguaes entre si. i

Seiam (fig. 114) os angulos ABD, ECF, situados
cada um em seu plano; e tenham os lados paralle-
los, e voltados para a mesma parte; a saber , AB paral-
lelo a CE, e BD parallelo a CF. Digo que ABD=ECF.

Demonstr.  Facam-se eguaes as rectas B4, BD,
CE, CF; e tirem-se BC, AE, DF, AD, EF. Porser
AB egual e parallela a CE; serd BC egual e paral-
lela a AE (113): e por ser BD egual e parallelaa
CF; tambem seri BC egual e parallela a DF. Logo
serd. AE egual.e parallela a DF (220); e por isso
AD=EF. Logo os triangulos ABD, ECF sao eguaes
(107). E logo o angulo ABD=ECF.

223.  Sehol, Tem aqui egualmente logar, o que
se disse no Schol. n.° 76. -



s A

Dos planos considerados nas differen-
tes posicoes, que podem ter uns a
respeito dos outros.

22/4. Similhantemente ao que dissemos 4 cerca
das linhas, quando concorrem em um ponlo, se diz
que dous planos concurrendo fazem entre si angulo.
Mas para differengcarmos estes daquelles, chamaremos
angulo diedro ao angulo formado por dous planoss
e angulo rectilineo, ou simplesmente angulo, ao for-
mado por duas rectas.

Démos o nome de vertice no angulo rectilineo ao
ponto do concurso das rectas; e a estas o de lados:
daremos o de aresta no angulo diedro & recta em
que concorrem os planos; e a estes o de faces.

Nomea-se um angulo diedro com quatro letras,
das quaes as duas medias se poem na aresta, e cada
uma das oulras em sua face. Assim para dizermos o
angulo diedro formado pelos dous planos €4, CD
(fig. 114), que concorrem na recta BC, diremos o
angulo diedro ABCD: ou o designaremos simplesmente
pela aresta BC, quando nao mais de um angulo diedro
tiver a mesma aresta.

225, Turor. Si em dous angulos diedros forem
eguaes 05 angulos formados por duas perpendiculares
ds suas arestas, tiradas cada wuma em sua face; os
dous angulos diedros serdo eguaes entre si.

Sejam (fig. 114) os angulos diedros ABCD, abed s e
o angulo IGH formado pelas perpendiculares GI, GH,
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tradas nas faces do primeiro respectivamente a BC,
seja egual ao angulo igh formado pelas perpendicu-
lares gi, gh, tiradas nas faces do segundo respecti-
vamente a bc. Digo que o angulo diedro ABCD ¢
—angulo diedro abed.

Demonstr. Applique-se o ponto g ao ponto G; e
ajustando a aresta bec sobre a aresta BC, faga-se
coincidirem as faces e¢d, CD. A recta gh se ajus-
tara sobre a recla GH; por serem rectos os angulos
cgh, CGH (hyp.). Mas o plano igh é perpendicu-
lar a ge (2006), e o plano IGH perpendicular a
GC: logo estes dous planos coincidirio; por que
nao succedendo assim, tleriamos por um ponto G
da mesma recta conduzido dous planos perpendicula-
res a esta: o que é impossivel (213). Logo arecta gi
se ajustard sobre a recta GI; por ser o angulo igh
=angulo IGH (hyp.). E pois as rectas gc, gi se
ajustam sobre as rectas GO, GI; tambem se ajus-
tario os seus respectivos planos, isto é, as faces
ca, CA. Mas ja se tem ajustado as faces cd, CD.
Logo os angulos diedros ABCD, abed se ajustam
perfeitamente entre si. E por tanto sio eguaes.

226. Coroll. Dividindo pois o angulo IGH em
quaesquer partes eguaes, e tirando planos pela aresta
BC e por cada uma das divisdes; o angulo diedro
ABCD ficara tambem dividido em outros tantos an-
gulos diedros eguaes entre si. E concluir-se-ha (dis-
currendo como em o n.° 26), que o angulo IGH
¢ para o angulo diedro 4BCD, como qualquer nu-
mero daquellas partes de IGH para o mesmo nu-
mera destas de ABCD.

N
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227. Tupor. Os angulos diedros estdo entre si,
camo os angulos formados por duas perpendiculares ds
suas arestas, tiradas cada uma em sua face.

Sejam (fig. 114, e 115) os angulos diedros 4BCD ,
abed, em que estejam formados os angulos IGH ,
igh, pelas perpendiculares GI, GII, respectivamente a
BC; ‘e gi, gh, vespeclivamente a bc; cada uma em
sua face. Digo que é ABCD : abed :: IGH = igh.

Demonstr. Prova-se por um racioeinio em tudo si-
milhante ao do n.° 28.

228, Coroll. Pois os angulos diedros sio propor-
cionaes aos angulos formados por duas perpendicu-
lares 4s suas arestas, tiradas cada uma em sua face ;
segue-se, que podemos representalos por estes; e
assim os angulos diedros gosam de todas as proprie-
dades dos angulos rectilineos. Por ex.

1.° Um plano, que cde sobre outro, forma com
este, prolongado si for necessario, dous angulos die-
dros, cada um de sua parte, que junctos valerao 180°%

Si estes angulos sio eguaes, isto ¢, cada um de
9o °, dizem-se reclos; e o plano incidente, perpen-
dicular ; &c.

2.° Si um plano for perpendicular a outro, tam-
bem ‘este o serd a respeito daquelle. 2

5.° Por uma recta situada em um plano nio se
pede lirar dous planos perpendiculares a aquelle cutro.

4-° Os angulos diedros verticalmente oppostos sao
eguaesy &e.

220. Turor. 8¢ wma recta perpendicular d inter~
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secciao de dous planos perpendiculares entre si for tam-
bem perpendicular a um delles; estard situada no outro.
E reciprocamente: si estiver situada em um; serd per-
pendicular ao outro.

Seja (fig. 111) DE a interseccio dos dous planos
AB, IDE perpendiculares entre si: e seja CH per-
pendicular ao plano 4B no ponto € da dicla inter-
sec¢ao. Digo que CH esta situada no plano I1DE.

Demonstr. Tire-se no plano 4B a recta CF per-
pendicular a DE no ponto C: e si nio estd CH no
plano IDE, nelle esteja CI perpendicular a DE no
ponto C. Pois o plano IDE ¢ perpendicular ao pla-
no AB (hyp.); o angulo ICF seri recto (228): e
por tanto €I ¢é perpendicular a CF. Mas entio C/,
como perpendicular 4s duas CF, DE, é tambem per-
pendicular ao plano AB (2006): logo temos no mes-
mo ponto C duas perpendiculares a este pldno o
que ¢ impossivel (207). Logo &e.

Ao mesmo tempo fica dcmonstrada a reciproca.

230. Coroll. 1.° Qualquer plano IDE ¢ perpen-
dicular a outro AB, quando aquelle passa por uma
recta CH perpendicular a este. Com eflcito nao se
pode tirar por DE um plano perpendicular ao plano
AB, em que nio esteja CIL.

231. - Coroll. 2.° A interseccio IL (fiz. 116) de
dous planos €D, EF perpendiculares a um terceiro
AB, é perpendicular ao mesmo terceiro. Por que a per-
pendicular levantada do ponto L ao plano 4B nio pode
ser outra, sindo a mesma intersec¢io daquelles dous ;
visto que deve existir ao mesmo tempo em ambos elles,
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Dos planos parallelos.

232. Chamam-se planos parallelos aquelles, que
nunca se encontram, por mais que se conlinuem
para qualquer parte.

233. Turor. Si um de dous planos parallelos for
perpendicular a uma recta; tambem o outro o serd.

Sejam (fig. 117) os planos parallelos AB, CD: e
1.° seja o plano AB perpendicular & recta EF , ti~
rada de um ponto F do outro CD. Digo que tam=
bem o plano €D serd perpendicular & recta EF.

Demonstr. Si é possivel, nao seja. Havera eutao
no plano CD uma recta FG obliqua a EF. Condu-
za-se por EF e por FG o plano EFG; o qual en-
contrarda o outro AB em uma recta EI. Serda EF
perpendicular a EIl; por ser EF perpendicular ao
plano AB (hyp.). Logo F&, EH prolongadas no
plano HEFG concurrerio (73, 3.°): e por tanto
tambem hao de concurrer os planos AB, CD, em que
ellas existem (202): o que ¢ contra a hypothese.
Logo &e.

2.° Seja agora o plano AB perpendicular a recta
EF, tirada de um ponto E do mesmo 4B. Digo que
tambem o plano €D serd perpendicular & recta EF
em um ponto F, onde esta ha de encontralo.

Demonstra-se discurrendo como no 2.° caso
do n.” 6g.

234.  Coroll. Dous planos AB, CD, perpendicu-
lares & mesma recta EF, sdo parallelos entre si. Por
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que o plano, que pelo ponto F se tirasse parallelo
a AB, seria perpendicular a EF: e pelo mesmo ponto
de uma recta nao se pode tirar mais do que um
plano perpendicular a esta (213).

255. Turor. Si duas rectas parallelas se cortarem
por dous planos parallelos; as partes interceptas serd@o
eguaes entre si.

Sejam (fig. 118) as rectas parallelas EH , GF cortadas
pelos planos parallelos 4B, €D. Digo que EH—=GF.

Demonstr. Tirem-se as rectas EG, HF, interse~ "
ccoes do plano das parallelas com os dous planos
parallelos. Eslas intersec¢oes tambem sao parallelas
entre si; por que, ndo o sendo, concurreriam em
algum ponto. Mas entdo necessariamente tambem
concurreriam os planos, em que ellas estao: o que
é contra a hypothese. Logo EG é parallela a HF.
E logo EH=GF (112).

236. Schol. 1.° Incidentemente fica demonstra-
do; que as interseccoes de dous planos parallelos
com um terceiro sdo parallelas entre si.

237. Schol. 2.° Dous planos parallelos, cortados
por terceiro, tem a respeito dos angulos diedros,
que fazem com este, as mesmas propriedades, que
duas rectas parallelas tem a respeito dos angulos,
que fazem com a sua secante (228).

238. Tneor. Si dous angulos, formados cada um
em seu plano, tiverem os lados respectivamente paralle-
los; os dous planos serio parallelos.
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Sejam (fig. 119) os angulos ABC, DEF, cada um
em seu plano: e seja o lado AB parallelo a DE; e
BC parallelo a EF. Digo que o plano ABC ¢ pa-
rallelo ao plano DEF.

Demonstr. Abaixe-se do ponto B a perpendicular
BG sobre o plano DEF. Tirem-sc neste plano pelo
ponto G as rectas GH, GI parallelas respectiva-
mente a DE, e a EF. Seri AB tambem parallela a
GH; e BC a GI (220). Mas BG ¢ perpendicular
4s douas GH, GI; por ser perpendicular ao plano
DEF (constr.): logo serd tambem perpendicular ds
duas 4B, BC (69); e por conseguinte ao plano ABC.
Logo o plano ABC ¢ parallelo ao plano DEF (234).

239. Prosr. Por um ponto, dado fora de um pla-
no, tirar outro plano parallelo ao primeiro.

Seja (fig. 119) o plano DEF; e o ponto B.

Soluc. Tirem-se no plano dado duas rectas quaesquer
DE, EF, que facam argulo: e fazendo passar um plano
pelos poutos B, D, I, e outro pelos pontos B, E, F;
tire-se no plano BDE pelo ponto B a recta BA pa-
rallela a ED, e no plano BEF pelo mesmo ponto
B a recta BC parallela a EF. Digo que o plano ABC
determinado por estas duas rectas AB, BC, é o pe-
dido (238).

2fo. Tuzror. Si de um mesmo ponto situado [ora
de um plano se tirarem rectas para differentes pon-
tos desse plano, e se cortarem por outre plano paral-
lelo ao primeiro; ficardo cortadas proporcionalmente,
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Seja (fig. 120) o plano GE: e do ponto I, to=
mado fora, tirem-se para os pontos K, L, M do
mesmo plano as rectas /K, IL, IM; que se cor-
tem nos pontos k, [, m pelo plano ge parallelo a
GE. Digo que é IK : Ik :: AL : Il::dM : Im.

Demonstr. Tirem-se as rectas k{, KL; (m, LM
km, KM ; que sio as intersecgdes dos planos paral-
lelos ge, GE, com cada um dos outros IKL, ILM,
IKM. Ora estas sao parallelas entre si, a saber:
kla KL, (m a LM, km a KM (236). Logo tere
wos IK ¢ Ik :: IL : Il 22 IM : Im (122). :

241, Schol. Convem observar, que os triangu~
los KLM, lim siao similhantes entre si (127); por
serem os angulos KLM, LMK respeclivamente eguaes
aos angulus klm, (mk (222). E o mesmo digo de
outras quaesquer figuras ABCDF , abedf, quando forem
mais de tres as rectas conduzidas do ponto I para
estes planos. Por quanto, tirando dos pontos cor-
respondentes &, A em cada uma das figuras as diago-
naes ac¢, AC, ad, AD, &ec., concluir-se-ha a simi-
lhanca dos triangulos ABC e abe, ACD e acd, &e.;
e por consequencia a das duas figuras (167),

—— P R———
Dos angulos solidos.
242. E' facil de conceber, que si tres, ou mais
planos, concurrendo dous a dous, fizerem tres, ou

mais angulos diedros, cujas arestas concorram todas
no mesmo ponto; ellas reunirdo nesse ponto outros
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tantos angulos rectilineos, que terao todos o mesmo
vertice, e cada dous contiguos um lado commum.

A esta reuniio de tres ou mais angulos rectili-
neos, concurrentes no mesmo ponto, e existentes
cada um em seu plano, se di o nome de angulo
solido, ou mais propriamente de angulo polyedro. Si
¢ formado por tres angulos rectilineos, isto ¢é, si
tem so tres faces, chama-se angulo triedro. 5i qua-
tro; angulo tetraedro: &c.

O ponto do concurso dos angulos rectilineos, que
formam um angulo polyedro, tambem se diz vertice
delle ; assim como tambem arestas delle as arestas.
dos angulos diedros, que o torneam.

Nomea-se um angulo polyedro, lendo em primeiro
logar a letra, que marca o seu vertice, e depois
as que estao em cada uma das suas arestas. Assim
(fig. 121) para nomearmos o angulo triedro, cujo
vertice ¢ d, diremos o angulo triedro dabe.

Seis cousas pois se distinguem em um angulo
triedro: tres angulos rectilineos, e tres angulos diedros.

243. Tuuor. Dos tres angulos rectilineos , que for-
mam_um angulo triedro, a somma de quaesquer dous
¢ maior do que o terceiro.

Seja (fig. 121) o angulo triedro DABC formado
pelos tres angulos rectilineos ADB, ADC, CDB.
Digo que a somma de dous quaesquer, por ex.
ADB+-ADC > CDB.

Demonstr. Quando os tres angulos sdo eguaes, oun
quando, sendo deseguaes, entra na somma dos dous a
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maior de todos os tres, ¢ evidente que em ambog
08 casos essa somma ¢ maior do que o terceiro. Seja
porém CDB o maior, Tire-se uma recta CB, que
corte DC e DB; e faca-se o angulo CDE=ADC.
Tome-se AD=DE}; e tirem-se 4B, AC. Os trian-
gulos ADC, CDE serdo eguaes (102): elogo AC=EC.
Mas é AB-+AC>BC; isto ¢, AB+4AC>BE+EC:
si tirarmos de uma e da outra parte as linhas eguaes
AC, EC; ficarh AB> BE. Mas nos triangulos ABD),
EBD ¢ o angulo ADB > EDB (94); por ser DB com-
mum, DE:BA (constr.), e AB> BE. Logo a som-
ma dos angulos ADB, CDE serid tambem maior do que
a dos angulos EDB, CDEj isto é, ADB4-ADC > CDB;
pois que é CDE=ADC (constr.)

244. Tuaror. A somma de todos os angulos recti~
lineas, que formam um angulo polyedro convexo, isto
€, em que nio ha angulo diedro reintrante, ¢ sem-
pre <360 °

Seja (fig. 122) o angulo polyedro convexo ABCDE.
Digo que a somma de todos os angulos rectilineos, que
o compoem, isto ¢, BAE+EAD--DAC--BAC <3560°.

Demonstr. Cortem-se com um plano BCDE todas
as arestas do angulo polyedro (*). As secgdes desse

(*) Tem-se supposto ser sempre possivel dirigir um plano,
que corte todas as arestas de qualquer angulo polyedro convexo.
Com elleito, quanto a tres, nio ha duvida algnma, tomando em
cada uma um ponto, e ticando por elles um plano. Mas por ven-
fura pro]cm rado este encontrara sempre: todas as outras arestas?

L]
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plano com cada uma das faces formario o polygono
BCDE, e fario das mesmas faces outros tantos tri-
angulos. Isto posto; nos angulos triedros, cujos
vertices sao B, E, D, C, serh ABC+ABE>CBE;
AEB-AED> BED; ADE-+ADC > EDC; ACD--ACB
>BCD (243): e por conseguinte, sommando todos
os angulos, que estio de uma parte, e por or-
dem aos que pertencem a cada triangulo, teremos
(ABE+H-AEB)+-(AED+ADE)+-(ADC+ACD)+-(ABCH-
ACB)>CBE+BED+EDC+BCD, que ¢é a somma
de todos os angulos do polygono. Logo a somma
dos supplementos de cada dous desses angulos de
cada triangulo, isto é, a somma de todos os angu-
los rectilineos, que formam o angulo polyedro, ¢é
menor do que a somma dos supplementos de todos
os angulos do polygono, a qual é 360°(152).

245. - Coroll. Consequentemente, para que tres
angulos rectilincos formem um angulo triedro, ¢
necessario que a somma de quaesquer dous seja
maior do que o terceiro; e a somma de todos tres
menor do. que 360°.

Nio certamente: e seria entio necessario repetic tenlativas. Logo
deve-se mostrar a possibilidade desla construccio, e segurar o modo
de a fazer.

Imaginem-se prolongadas duas faces quaesquer E4B, DAC, que
estejam separadas por uma intermedia E4D, sendo o prolonga—
mento para a parte das arestas 4B, AC. A interseccio das dictas
duas [aces passard pelo verlice .f; e ficariio comprehendidas entre
ellas todas as outras. Tire-se entio um plano, que corte asares-
tas AL, AD, e aquella interseccio. Este cortard tambem todas as
arestas do angulo polyedro.
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946. Turor. Si em dous angulos triedros forem
os tres angulos rectilineos, que formam wum, respecti-
vamente eguaes aos tres angulos rectilineos, que for-
mam o outro; os angulos diedros formados pelos pla-
nos dos angulos eguaes serdo respectivamente eguaes.

Sejam (fig. 121%) os angulos triedros DABC, dabe:
e sejam os angulos rectilineos do primeiro ADB,
ADC, CDB respectivamente eguaes aos angulos re-
ctilineos do segundo adb, ade, cdb. Digo que serao
eguaes os angulos diedros BADC e badc, ADCB e
adeb, CDBA e cdba.

Demonstr. Facam-se eguaes as rectas DA, DB, DC,
da, db, dc: e tirem-se as rectas AB, AC, BC, ab,
ac, be. B facil reconhecer a egualdade dos tri-
angulos isosceles ADB e adb, ADC e adc, CDB e
edb (102). Logo serao agudos e eguaes os angulos
DAB e dab, DAC e dac, &c.; e AB=ab, AC=ac,
BC=bc: e por tanto o triangulo ABC egual ao tri-
angulo abe (107). Isto posto; nas arestas communs
a dous angulos rectilineos respectivamente eguaes,
por ex. DA, da, tomem-se eguaes as porgoes AG,
ags; e concebam-se nos pontos (¢, g dous planos
perpendiculares a essas arestas, a saber: o plano
HGF 4 aresta DA, o qual necessariamente encontrard
as rectas AB, AC; e o plano hgf & aresta da, o
qual tambem encontrara as rectas ab, ac. Os tri-
angulos AGF, AGIH serio rectangulos em G (2006);
assim como em g os triangulos agf, agh. Por isso,
e por ser AGr=ag (constr.), ¢ serem eguaes os an-
gulos DAB e dab, DAC e dac; serdo eguaes os tri-
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angulos AGE c agf, AGH e agh (105): e logo
AF=af, GF=gf, AH—=ah, HG=hg. Mas o angulo
BAC é=bac, pela egualdade ja mostrada dos triangulos
ABC, abe; e temos AF=af; e AH=ah; os triangu- .
los. AFH, afh serio eguaes (102); e por conseguinte
HF=hf. Mas tambem se acabou de demonstrar ser
GF=gf, e HG=hg: logo os triangulos FGIL, fgh
sio éguaes entre si (107); e por tanto eguaes os an-
gulos HGF, hgf, que medem os angulos diedros
BADC, bade (225). Logo estes sio eguaes.

Do mesmo modo se mostrard a egualdade respe-
ctiva dos outros (*).

247. Turor. Dous angulos iriedros sio eguaes,
quando os tres angulos rectilineos , que formam um, sao
respectivamente eguaes aos tres angulos rectilineos , que
fqrmam 0 outro, e similhantemenie dispostos.

Sejam (fig. 121) os angulos triedros DABC, dabe:
e sejam os angulos rectilineos do primeiro 4DB,
ADC, CDB respectivamente, eguaes aos angulos re-

(*) Esta proposicio foi inserida nos Elementos de Geometria
de Euclides por Roberto Simson para encher um vazio, que se
achava no Livro 11 dos dictos Elementos: e é a Proposigio A.
Com tudo a demonstragio, que elle ahi di, suppde que o plano
tirado perpendicularménte a uma das arestas do angulo triedro
encontra sempre as outras duas: o que pode deixar de acconte-
cer—Nio sabemos que alguem até ao presente fizesse este reparo:
pelo” contrario bons Authores copiaram a Simson. Por tanto jul-
gamos conveniente advertilo, dando & mesma demonstragio a ge=
neralidade que exige:
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ctilineos do segundo adb, ade, cdb, e similhante=
mente dispostos. Digo que o angulo triedro DABC
¢ = angulo  triedro dabe. :
Demonstr. Applicado o ponto d ao ponto D, e a
aresta da sobre a aresta DA, imagine-se a face adc
posta sobre a face ADC. Caira a aresta: dc sobre a
aresta DC, por ser o angulo rectilineo adc—angulo
rectilineo ' ADC (hyp.); a face cdb sobre a face CDB,
por ser o angulo diedro adchb—angulo diedro ADCB
(246); e a aresta db sobre a aresta DB, por ser o
angulo rectilineo cdb=angulo rectilineo CDB (hyp.).
Logo a face adb confundir-se-ha com a face ADB:
e por conseguinte os angulos triedros DABC, dabe
ajustar-se-hido perfeitamente entre si. Logo &ec.

QUARTA SECGAO

Dos Corpos.

248. Antes de passarmos a tractar dos Corpos
convem lembrar, o que dissemos logo no principio
destes Elementos (1).

Consideraremos os corpos que sio terminados por
superficies planas, os quaes chamam-se corpos polye-



— 118 —

dros, ou polyedros simplesmente : e entre os termiria=
dos por superficies curvas, unicamente tractaremos
dos que tem o nome de pyramide conica, de cylindro,
e de sphera.

Dizem-se faces de um polyedro os planos, que
o terminam: e menos de quatro ndo podem fechar
volume.

249. Polyedros similhantes sao os que tem egual
numero de faces respectivamente similhantes, e adja-
centes a angulos polyedros respectivamente eguaes,

As faces adjacentes aos angulos polyedros eguaes
dizem-se  homologas; assim como tambem estes se
dizem homologos. .

250. Tem o nome de pyramide o polyedro, em
que uma das faces ¢é qualquer polygono, e todas as
mais sao triangulos, que tem por bases os lados desse
polygono, e todos o mesmo vertice. Este se diz tam-
bem wvertice da pyramide: e aquelle polygono base.

A perpendicular tirada do vertice sobre o plano da
base é a altura da pyramide.

As pyramides tomam differentes nomes conforme
a figura das suas bases. Si ¢ triangulo; chama-se py-
ramide triangular, ou tetraedro simplesmente. Fig. 121.
Si quadrilatero; pyramide quadrangular, Fig. 122. &e.
E si a base ¢ polygono regular, e a altara da pyra-
mide céde no centro desse polygono, diz-se que apy-
ramide ¢é regular. Fig. 123.

251. Turor. Em qualquer pyramide regular as
faces, que terminam no vertice, sio lodas triangulos
isosceles , e eguaes,
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Seja (fig. 123) a pyramide regular ABCDE, cujo
vertice ¢ A. Digo que as faces BAC, CAD, &c. sio
triangulos isosceles, e eguaes.

Demonstr. Por ser regular a pyramide (hyp.), a
perpendicular tirada do verlice sobre a base caird
no centro desta. Logo sio eguaes as arestas AB,
AC, AD, &ec. (210). Mas tambem sio eguaes os
lados da mesma base, BC, CD, DE, &e. Logo os
triangulos BAC, CAD, &c. sio isosceles (82), e
eguaes (107). :

252. Coroll. Sdo pois eguaes entre si as perpen-
diculares, como AP, tiradas do vertice da pyramide
regular sobre os lados da base. (E chamam-se apo-
themas da pyramide).

953, Tuxor. Toda a seccio feita em qualquer py-
ramide por um plano parallelo & ‘base, é uma figura
similhante d da dicta base.

Demonstr: Consta do n.° 241.

A porcio da pyramide, comprehendida entre aquella
seccao e a base, chama-se tronco da pyramide, ou
pyramide truncada: a mesma sec¢io tambem se diz
base: e ¢ facil “ver, que todas as mais faces sio
trapezios; e estes eguaes, si o tronco ¢ de pyra-
mide regular.

254. O polyedro, em que duas faces, que se
chamam bases, sao dous polygonos eguaes e paral-
lelos, e todas as mais faces sao parallelogrammos,
tem indistinctamente o nome de prisma. Flg. 124,
r23; ROy 137
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A sua altura é a perpendicular tirada de uma das
bases: sohre ‘o plano da outra base.

As rectas, como AB (fig. 124), que sio os encon-
tros de dous parallelogrammos contiguos ,; chamam-
se arestas do prisma,

O prisma é recto, quando a arvesta é perpendicu-
lar & base: e por conseguinte egual d altara (219, 235).
Fig. 125: E obliquo, no caso contrario. Fig. 124.

Tomam tambem os prismas differentes nomes con-
forme a figura das suas bases. Si é triangulo; cha-
ma-se prisma triangular. Fig. 124. St quadrilatero;
prisma quadrangular. Fig, 127. &e,

Entre os prismas quadrangulares se distingue o
parallelipipedo. Chama-se assim o prisma, que tem
por base um parallelogrammo.

Tambem entre estes se distingue o parallelipipedo
rectangulo, e o cubo. Chama-se

Parallelipipedo rectangulo aquelle , cujas bases e
faces sio todas rectangulos. Fig, 125.

Cubo o parallelipipedo, cujas bases e faces &io
todas quadrados, Iig. 126.

255,  Tuaror. Toda a seccio feite em qualquer pris-
ma por wn plano parallelo d base, ¢ uma figura egual
é@da dicta base,

Seja (fig. 12{;) o prisma ABDF , cortado pelo plano
bdf parallelo & base. Digo que a figura bdf ¢ egual
4 figura BDF.

Demonstr. Por serem parallelas as secq&es dos planos
parallclogrammos 4D, DE, &ec. com os planos pa-
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rallelos bdf, BDF (23G), serio eguaes bd a BD,
df a DF, &ec. (112), e eguaes os angulos bdf e
BDF, &c. (222). Logo as figuras bdf, BDF podem
ajustar-se entre si perfeitamente. E por tanto sao
eguaes. ' 5

256. O corpo terminado por um circulo, e por
uma superficie, na qual todas as rectas tiradas da
circumferencia do circulo concorrem no mesmo pon-
to, chama-se pyramide conica. Fig. 128, e 129. O
ponto diz-se wertice; as rectas ladoss e o circulo base.

A perpendicular tirada do vertice sobre o plano
da base, chama-se altura; e a recta que passa pelo
vertice e pelo centro da base, eizo.

A pyramide conica é recta, quando o eixo é per-
pendicular & base. Fig. 128. Eobliqua , no caso con-
trario. Fig, 129.

A pyramide conica recta pode considerar-se gerada
pela revolugio inteira de um triangulo rectangulo
ABG (fig. 128) ao redor de um dos lados do angulo
recto AC, que se suppbe immovel.

257.  Pyramides conicas similhantes sio as que
tem eixos proporcionaes aos diametros das bases, e
egualmente inclinados a estas.

258. Turor. Toda a secedo feita em qualquer py-
ramide conica por um plano parallelo d base, ¢ circulo.

Seja ( fig. 129 ) a pyramide conica ABDE. Digo
que a seceao feita pelo plano bde parallelo & base,
¢ circulo.

Demonstr. Tmagine-se o eixo AC; e tomem-s¢ no
E 5
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contorno da seccio quaesquer pontos b, e, d, &e. Ti-
rem-se por elles e pelo vertice A as rectas AB, AE,
AD, &e.; e os raios CB, CE, CD, &c.; e asrectas
ch,ce,ed, &e. Serda AB: Ab :: AC : . Aec :: CB 2 ¢b ::
Akt Ae :: CE : Ce :: AD) i Ad 00D < ed oy &
{240, 129)::e logo €B : ¢b :: CE : ce:: CD : cd :: &e.
Mas é CB=CE=CD=&c. Logo tambem cb=ce=cd
=&ec. O que mostra que a dicta seccio é cir-
culo (18).

A porg¢io da pyramide conica comprehendida entre
aquella sec¢ao e a base, tem o nome de tronco, ou
de pyramide conica truncada.

259. 0 corpo terminado por dous circulos eguaes
e parallelos e por uma superficie, na qual todas as
rectas tiradas da circumferencia de um dos circulos
para a do outro sio parallelas entre si, chama-se
cylindro. Fig. 130, e 131. As rectas dizem-se lados;
e 0s circulos bases.

A perpendicular tirada de uma das bases sobre o
plano da outra base, chama-se altura: e a recta que
passa pelos centros das bases, eizo.

O cylindro ¢ recto, quando o eixo é perpendi-
cular 4 base. Fig. 130. E obliquo, no caso contra-
o, Mg 1o

O eylindro recto pode considerar-se gerado pela
revolucdo inteira de um rectangulo ABC'C (fig. 150) ao
redor de um dos lados 0C/, que se suppoe immovel.

260. Cylindros similhantes sio os que tem eixos
proporcionaes aos diametros das bases, e egualmente
inclinados a estas.

261. O corpo terminade por umaunica superficie,
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a qual tem todos os seus pontos equidistantes de
outro ponto, chama-se sphera.

Esse ponto se diz centro. As rectas tiradas delle
para a superficie, raios. E a que passa pelo cen=
tro, e termina de uma e outra parte na superficie,
diamelro. ko 13

Tambem a sphera pode considerar-se gerada pela
revolugao intéira de um semi-circulo CADB (fig. 132)
~ao redor do diametro AB, que se suppde immovel.
Este diametro chama-se eizo. :

262. Turor. Toda a seccio feita em qualquer
sphera por um plano, é circulo: e o maximo é o for-
mado pelo plano, que passa pelo centro da sphera.

Demonstr. Com effeito os raios, que vdo a todos
0s pontos do contorno da secc¢ao, desviam-se egual-
mente da perpendicular tirada do centro da sphe-
ra sobre o plano da mesma sec¢ao (209). Logo
esta perpendicular cae em um ponto equidistante
de todos os pontos do dicto contorno. Logo ¢
circulo (18).

A segunda parte é evidente.

263. A por¢iao da sphera, que é cortada por
um plano, chama-se segmento spherico. O circulo,
que resulta da seccio desse plano (262), djz-se
base: e a parte do diametro, que termina no centro
da base e na superficie convexa do segmento;
altura. : _
O segmento spherico pode considerar-se gerado
pela revolugao inteira do semi-segmento de cir-
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culo DAF (fig. 152) ao redor da porcio AF do
diametro AB, que se suppoe immovel.

A superficie, que um arco AD descreve neste mo-
vimento, tem o nome de zona.

2644,  Sector spherico é a porgio da sphera, termi-
nada pela superficie convexa de um segmento sphe-
rico, e pela da pyramide conica recta, que tem o vertice
no centro da sphera, e por base a do segmento.

O sector spherico pode considerar-se gerado pela re-
volugio inteira de um sector de cireulo CAD (fig. 152)
ao redor do raio €4, que se suppoe immovel.

265. Tueor. O plano, que toca a superficie de
uma sphera, e nao a corta, prolongado que seja ,
s0 a toca em um ponto. (E diz-se plano tangente).

Demonstr. Si é possivel, toque um plano em
dous pontos a superficie de uma sphera, sem que
a corte, prolongado que seja. Imaginem-se raios
tirados a esses dous pontos. Qualquer delles serd
maior do que a perpendicular abaixada do centre
da sphera sobre o dicto plano (211). Logo este
terdi um ponto dentro da sphera; e por conse-
guinte a cortar@: o que ¢ contra a hypothese.
Logo &e.

266. Coroll. A menor recta, que do centro de
uma sphera se pode tirar para um plano tangente,
¢ o raio que vae ao ponto do contacto. Por con-
seguinte o dicto plano serd perpendicular a esse
raio (211): ‘e por isso o wunico tangente nesse
ponto (213).
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267.  Prosr. Dadae uma sphera, achar 6 seu dia-
metro.

Seja (fig. 133) a sphera ABDEF.

Solu¢. Tome-se nella qualquer ponto A ; e por
meio de um compasso curvo, fazendo centro em
A, descreva-se com qualquer abertura AD o circulo
menor DFEG. Na circumferencia deste marque-se
qualquer ponto D, e com intervallos eguaes para
uma e outra parte os pontos F, G. Com as cordas
DF, DG, FG, tomadas entre as pontas do com-
passo, construa-se & parte o triangulo isosceles FDG
de cujo vertice D se abaixe sobre a base FG a
perpendicular indefinida- DE: e de um dos pontos
F ou G, por ex. F, levante-se sobre DF a perpen-
dicular FE. Serda DE—=—diametro do circulo menor,
que temos descripto (98). Com DE, e as cordas
AD , AE eguaes, construa-se outro triangulo isosce-
les A'D'E!. De A' abaixe-se sobre a base D!E!
a perpendicular indefinida 4'B'; e de D' sobre
A'D" levante-se a perpendicular D'B!. Digo que A'B/
é = diametro da sphera dada.

Dos casos de egualdade dos tetraedros.

208. Turor. Dous tetraedros sao eguaes, quando
tem duas faces respectivamente eguaes, ¢ similhante-
mente dispostas, e cgual o angulo diedro formado
por essas duas faces. 2 Nt
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Sejam - (fig. 121) os tetraedros DABC, dabe: e
sejam eguaes as faces ADB e adb; ADC e adc; e
similhantemente dispostas ; e o angulo diedro CDAB
—angulo diedro c¢dab. Digo que o tetraedro DABC
¢ egual ao tetraedro dabe.

Demonstr. Applique-se o ponto d da aresta ad sobre
o ponto D da aresta 4D; e como os angulos die-
dros ¢dab, CDAB siao eguaes (hyp.), ajuste-se um
com o outro. As faces adb e ADB, adec e ADC,
coincidirdo por conseguinte, e pois sio eguaes (hyp.),
se ajustardo tambem entre si: e por tanto o ponto
a caird em A; o ponto b em B; e o ponto ¢ em C.
Logo a face abe tambem se ajustari com a face ABC;
e a face ¢db com a face CDB; e os tetraedros se
confundirao. Logo elles sao eguaes.

269. Turor. Dous tetracdros sdo eguaes, quando
tem uma fuce egual, adjacente a angulos diedros re-
spectivamente eguaces , ¢ similhantemente dispostos.

Sejam (fig. 121) os tetraedros DABC, dabe: e seja
a face ADB egual 4 face adb; e eguaes os angulos
diedros CDAB e cdab; CDBA e cdba; CBAD e cbad ;e
similhantemente dispostos. Digo que o tetraedro DABC
¢é egual ao tetraedro dabe.

Demonstr. Ponha-se a face adb sobre a face ADB:
e como sio eguaes (hyp.), ajuste-se uma com a
outra. Pela egualdade dos angulos diedros cujas
arestas sao ad, AD (hyp.), a face cda assentard
sobre o plano da face CDA; e por conseguinte o
ponto ¢ se achard neste plano. Da mesma sorte por
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serem eguaes 0s angulos diedros, cujas arestas sio
db, DB (hyp.), a face e¢db assentard sobre o plano
da face CDB; e o ponto ¢ por conseguinte se achara
neste plano. Finalmente pela egualdade dos angulos
diedros cujas arestas sio ab, AB (hyp.), a face abc
assentard sobre o plano da face ABC; e por con=-
seguinte o ponto ¢ se achari tambem neste plano.
Logo elle, devendo estar tanto no plano da face
CDA, como no da face CDB, como no da face ABC,
ha de necessariamente coincidir com o poato € da
intersecgdo: e por tanto todas as faces do tetrae-
dro dabe se ajustardo exactamente com todas as faces
do tetraedro DABC, e os tetraedros se confundirao.
Logo elles sao eguaes.

270. Turor. Dous tetraedros sio eguaes, quando
tem tres faces respectivamente eguaes, e similhante-
mente dispostas.

Sejam  (fig. 121) os tetraedros DABC, dabc: e
sejam eguaes as faces ADB e adb; ADC e ade;
CDB e ¢db; e similhantemente dispostas. Digo que o
tetraedro DABC ¢é egual ao tetraedro dabe.

Demonstr. Os angulos triedros D, d sio formados
por angulos rectilineos respectivamente eguaes e si-
milhantemente dispostos, por serem as faces de um
respeclivamente eguaes ds faces do outro e similhan-
temente dispostas (hyp.). Logo o angulo triedro D ¢
egual ao angulo triedro d (247) Ajuste-se pois um
com o outro, pondo, por ex., o segundo sobre o
primeiro, O ponto « caird em 4; o ponto b em B;e
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o ponto ¢ em C. Logo tambem a face abc se ajus-.
tard com a face ABC, e os tetraedros se confundi-
rao. Logo elles sao eguaes.

271. Tueor. Dous prismas, ou duas pyramides,
sdo eguaes, quando tem tres faces de um angulo trie-
dro respectivamente eguaes , e similhantemente dispostas.

Sejam (fig. 134) os prismas AH, ah: e sejam as
tres faces AL, EI, ABCDE, que formam o angulo
triedro E, respectivamente eguaes &s tres faces al,
ei, abede, que formam o angulo triedro ¢; e sim‘i-—
lhantemente dispostas. Digo, que o prisma AH ¢é
egual ao prisma ah. .

Demonstr. Os angulos triedros E, e, sdo egnaes
(247). Por conseguinte pondo um sobre o outro, as
faces eguaes AL e al, EI e ei, ABCDE e abcde se
ajustardo perfeitamente entre si: e logo a aresta DI
caird inteiramente sobre di, e DC sobre dc. Mas entio
os -angulos IDC, ide¢ tambem se ajustam enlre si:
logo IDC=idc. Mas as arvestas DI, DC com o an-
gulo IDC determinam o parallelogrammo DH , e as
arestas di, dc com o angulo ide o parallelogrammo
dh, como faces lateraes que siao de prismas: logo
-estes parallelogrammos tambem se hio- de ajustar
entre si. Do mesmo modo se mostrari que todos
s outros parallelogrammos do prisma AH se
ajustardo com os do prisma ah; e conseguinte-
mente o polygono FGHIL com o polygono fghil.
Logo &e.

QQuanto 4s pyramides, demonstra-se do mesmo modao.
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Dos casos de similhanca dos tetraedros.

272. Turor. Dous tetraedros sao similhantes, quan-
do tem duas faces respectivamente similhantes, e si-
milhantemente dispostas ; e egual o angulo diedro for-
mado por essas duas faces.

Sejam (fig. 155) os tetraedros DABC, dabc: e
sejam similhantes as faces ADB e adb; ADC e adc;
e similhantemente dispostas; e o angulo diedro CDAB
—angulo diedro edab. Digo que o tetraedro DABC
¢ similhante ao tetraedro dabe.

Demonstr. Tome-se na aresta DA homologa a da
a parte Da=da: e pelo ponto @ da primeira con-
duzindo um plano parallelo & base ABC (239), cor-
te-se o tetraedro Dabc, que serd similhante ao total
DABC (249). Por ser Da=da (constr.), e os angulos
aDb=adb, ¢ Dab=dab, pela similhan¢a das faces
(hyp.) s os triangulos aDb, adb sio eguaes entre si
(105): e do mesmo modo se demonstra a egualdade
dos outros dous aDe, ade. Mas o angulo diedro CDAB
é — angulo diedro cdab (hyp.): logo os tetraedros
Dabe, dabc sio eguaes (268): e por conseguinte o
total DABC, similhante a Dabe, ¢ tambem similhante
a dabc.

273. Turor. Dous tetraedros sao similhantes, quan-
do tem wuma face similhante, adjacente a angulos die-
dros respectivamente eguaes, e similhantemente dispostos.

Sejam ' (fig. 135) os tetraedros DABC, dabe: e
]
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seja a face ADB similhante & face adb; e egunaes os
angulos diedros CDAB e cdab; CDBA e cdba;
CBAD e cbad; e similhantemente dispostos. Digo que
o telraedro DABC é similhante ao tetraedro dabc.

Demonstr. Corte-se, como- na demonstracao pre-.
cedente, o tetraedro Dabe similhante ao total DABC..
Concluir-se-ha do mesmo modo ser o triangulo aDb
egual ao triangulo adb. Ora estes dous triangulos estao
adjacentes a angulos diedros respectivamente eguaes,
e similhantemente dispostos. Logo os tetraedros Dabe,
dabe sio eguaes (269): e por conseguinte o tolal
DABC, similhante a Dabe, ¢ tambem similhante a dabc.,
2;4: Tugor. Dous  tetraedros sao. similhantes ;
quando tem tres [aces respectivamente similhantes , ¢
similhantemente: d. Espasms.

Se;am ([‘nrr. 105) 0s tetraedros DtlBC dabes e sejam
similbantes as faces ADB e adbs ADC e adc; CDB
e cdbs e similhantemente dispostas. Digo que o tetrae-
dro DABC ¢ similhante ao tetraedro dabe.

Demonstr. Observando ainda a mesma construccio,
e demonstrando-se da mesma maneira a egualdade
das faces aDb e adb; aDc e adcy eDb e cdb; os
tetracdros Dabc, dabe sio eguaes (270): e por con-
seguinte o total DABC, similhante a Dabc, ¢ tam-
bem similhante a- dabe.

270, - Turor. Si dous polyedros. forem similhan-
tes; dividir-se-hao em egual numero de tetraedros re-
spectivamente similhantes, e similhantemente iispostos.
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Sejam | ( fig. 156 ). os 'polyedros  similhantes
ABCDEFGHI , abedefghi 3 e as faces homologas
AG e ag, GC e gey CDH ‘e cdlv, EH e ek’
EF e efy ABCDE e abede, FGHI ‘e [ghi. Digo
que os dous polyedros se dividirdio em egual nu-
mero de tetraedros respectivamente similhantes; e
similhantemente dispostos. fiers
- Demonstr: - Dividam-se ‘quaesquer duas faces ho-
mologas ABCDE , abede, em egual numero de trian-
gulos respectivamente ' similhantes, a saber: ABE e
abe, BEG ¢ becy CED e ced. Tirem-se 'dos verti-
ces' de ‘dous” angulos polyedros homologos F, [ as
rectas FB, fb, FE, fe, para os extremos 'corres-
pondentes das linhas homelogas BE, be. Os pla-
nos FBE/ - fbe 'separario  ‘dous tetraedros FABE,
fabe similhantes entre ‘si (274); por serem ‘as fa=
ces' FAB, FAE; BAE respectivamente “similhantes
s faces fab, fac, bae, e similhantemente dispostas.
Isto posto; mostremos, que separados os dous tetra-
edros, sdo ainda similhantes os polyedros residuos.
Com effeito , ‘por serem  similhantes os tetraedros,
serdo ~similhantes  as seccoes FBE, fbe, e simi-
lhantemente dispostas : e serdo eguaes 0§ angu-
los - triedros:homologos em F e f,em E e ¢; em
B e b. Ora tambem pela similhanca dos polyedros
totaes sio eguacs os angulos polyedros homologos:
em F'e fyoem E 'ee, em B e b: logo tirados
destes rangulos aquelles dos  tetraedros ; serdio eguaes
os residuos em F e f, em E ¢ e, em B ¢ b. Mas
todas as outras faces, e angulos polyedros dos polye-
dros residuos sio em tudo como pertencentes tam-
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bem aos polyedros totaes. Logo os polyedros
residuos sdo similhantes. (249). E pois mnestes
se pode separar do mesmo modo outros dous
tetraedros similhantes, e assim nos seguintes:
logo &e.

256. Schol. Convem observar nos polyedros si-
milhantes:

1.° Que os vertices dos angulos polyedros homo-
logos sao pontos similhantemente dispostos nos di-
ctos polyedros. Por que, por ex., da similhanca
dos triangulos FAB, fab, se segue, que os pontos
F, 4, B, f, a; b estio similhantemente dispostos
nos planos, em que esltdo situados: e como estes
mesmos planos  estio similhantemente dispostos nos
dictos ‘polyedros, e egualmente inclinados uns-a
respeito dos oulros; tambem os dictos pontos F,
A, B, [, a, b estardo similhantemente dispostos
nos mesmos - polyedros,

2.° Que as arestas homologas, as diagonaes ho-
mologas das faces similhantes, e as interiores dos
dictos polyedros, isto é, as que sao tiradas de ver-
tices de angulos polyedros homologos para vertices
de angulos polyedros homologos, como tambem as
perpendiculares abaixadas de pontos homologos se~
bre faces homologas, por ex. HL, hl, sio linhas
proporcionaes entre si. Com effeito por serem re-
spectivamente similhantes, e similhantemente dispos-
tas as faces dos polyedros similhantes, e estas se
dividirem em triangulos  tambem respectivamente
similbantes; serda AF : af :: FB : fb :2 BE: be :: BC
bes2,CH 2 chevssdbEigbdag: &ic:
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Dos polyedros inscriptos, e circamscriptos
aos cylindros, as pyramides conicas,
e a sphera,

277.  Inscrevendo em cada uma das bases de um
cylindro, ou circumscrevendo-lhes, um polygono re-
gular do mesmo numero de lados, os quaes sejam
respectivamente pavallelos; e depois tirando rectas dos
vertices dos angulos do polygono superior para ‘os
vertices dos angulos correspondentes do polygono
inferior; ficard inscripto no cylindro, ou circumscri-
pto, um prisma; como ¢é facil ver.

278. Inscrevendo na base de uma pyramide co-
nica, ou circumsecrevendo-lhe, um polygono regu-
lar; e depois tirando rectas do vertice della para os
vertices dos angulos do polygono; ficard inscripta na
pyramide conica, ou circumscripta, unia pyramide;
a qual seré regular,  si:a pyramide conica for recta.

N. B. Os apothemas das pyramides regulares
circumscriptas ds pyramides conicas rectas sdo la-
dos das' mesmas pyramides conicas rectas. '

279. Inscrevendo no circulo maximo de uma
sphera, ou circumscrevendo-lhe, um polygono regular
de numero de lados multiplice de §; e fazendo depois
o semi-polygono uma revolugio inteira ao redor do
seu diametro, considerado immovel; ficard inscri-
pto na sPhera, ou circumscripto, um corpo composto
de ‘tantas pyramides conicas reclas, quantos forem
os lados do semi-polygono, a saber: a primeira
e a ultima inteiras, e as mais truncadas. ‘Entdo ,
si em cada uma das do inscripto se inscreverem,
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e a cada uma das do circamseripto se ¢ircumscte-
verem pyramides regulares do mesmo numero de
faces, cujos lados das bases sejam respectivamenle
parallelos, resultardi um polyedro inscripto na sphe-
ra, ot circumscripto, composto tambem de outras
tantas pyramides regulares; a primeira:-e a ultima
inteiras, e as mais truncadas. Fig. 144.

N. B.. Convem observar, que essas faces sio
triangulos, e trapezios, ' os quaes no polyedro cir~
cumscripto. tem por altura um lado . do polygcmo
circum-voluto. :

280." Tuzor. A somma das dreas de quaesquer
duas. [aces lateraes de um prisma triangular é maior:
do que a da terceira.

Seja (fig- 137) o prisma triangular: 4DEB. Digo
que a somma das édreas de quaesquer duas faces la-
teraes, por ex. AD--DE > AF. ‘

Demonstr. - Por qualqueér ponto & de uma aresta
AB conduza=se o plano bdf perpendiculara 4B (216)..
Este: serd tambem perpendicular s avestas €D , EF,
como parallelas a AB (218). Ora a sec¢io bd des-
te plano com o plano AD & a altura. do parallelo-
grammo  AD; por ser bd perpendicular a AB: e do
mesmo modo se' mostra ser df a altura do parallelo-
grammo DE, e bf a do parvallelogrammo AF. Logo
teremos a somma das éreas AD-DE=ABXbd
DC xdf (182) = AB X (bd+-df)s por sex’, AB=DC
e serd a 4rea de AF=ABXbf. Mas é bd 4~df>bf:
logo tambem AB X (bd--df)> AB X bf. Logo &e:
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~281.  Coroll. Segue-se pois: que & medida que se

duplica o numero dos: lados das bases de um pris-
ma inscripto em um cylindro, se augmentam as dreas
dos  novos ‘prismas; - que se forem inscrevendo so-
bre esses lados : entretanto que duplicando o nu-
mero. dos Jados das bases do prisma circumscripto ,
as areas dos circumscriptcs, que resultaréem , vio
diminuindo.

282, Turor.. A superficie convexa do eylindro. é
sempre maior do que a do prisma inseriplo e me-
nor. do que a do- circumseripto.

Seja (fig.. 158 ) o, cylindro , que tem por ' base
o circulo ABC : e o prisma’ mscmpto » 0 que tem
por base ‘o polygono, de que é lado AB. Denote
C a superficie convexa do cylindro, e P a do pris=
ma. Digo que O>P. :

Demonstr.. Si nio ¢ 0> Py serd € < ou= P. Seja
C<P; e marque ¢ a diflerenga. Serd C--7=P.
Duplique=se “o numero dos lados da base do pris-
ma até resultar outro polygono 4aB &ec., cu-
jos ‘lados formem com a circumferencia da base do
cylindro segmentos taes; que a somma das dreas
destes, que represento por s, isto é, a dilferenca
entre’ a 4rea do circulo e a desse polygono, seja
< % 0'(199). Inscreva-se sobre o dicto polygono
outro: prismay e denote’ P’ a sua superficie late-
ral. ‘A ‘por¢io da superficie convexa do cylindro,
terminada nas linhas DA, da, e accrescentada dos
segmentos 'Aa, "Dd, serd maior do que a do pa-
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rallelogrammo Ad, face do prisma P! (14): e as-
sim. das outras. Por conseguinte toda a superficie
convexa do cylindro, accrescentada desses segmentos
em ambas as bases, sera tambem maior do que a
do mesmo prisma P'; isto é, C4-28> P!. Ora P! > P
(281) , e supposemos C—+d=P : logo com maior
razio. C+4-25> 093 isto é, s> 4 d: 0 que ndo po-
de ser, pois se fez s <30J. Logo € nio<P 3 nem
tam pouco — P ; por que entio, por ser P'>P;
seria C <P': o que nio lem logar, como acaba-
mos de ver. Logo C> P.

Seja agora o prisma circumscripto ao cylindro; e
represente-se este (fig. 104%) pelo circulo da sua
base CDGD; e aquelle pelo polygono, de que ¢
meio lado DF. Denote tambem C a superficie con=
vexa do cylindro, e P a do prisma. Digo que
C<.P,

Demonstr. Sindo é C<P; serd C>ou=P. Seja
C>Pj3 e marque ¢ a differenga. Serd C=P--4. Dapli-
que-se o numero dos lados da base do prisma, até
resultar outro polygono, cujos meios lados contiguos,
por ex. DH, GH, formem com a circumferencia
da base do cylindro os mixtilineos, como DHGoD,
taes que a somma das areas destes, que represento
por s, isto é, a differenga entre a 4rea desse poly-
gono e a do circulo, seja < §d. Circumscreva-se
sobre o dicto polygono outro prisma, e denote P! a
sua superficie lateral. A superficie das duas meias
faces contiguas deste prisma, que represento pelos
seus meios lados DH, GH, accrescentada do triangulo -
DGH em cada uma das bases, o qual se compde do
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mixtilineo DHGoD, e do segmento DoGD, seré
maior do que a porgio da superficie do eylindro,
que represento pelo arco DoG, comprehendida entre
essas meias faces, accrescentada do mesmo segmento
DoGD em ambas as bases (14); isto ¢, DH-GH
+2 DHGoD+- 2 DoGD > DoG-+-2DoGD; donde, ti-
rando de uma e outra parte 2 DoGD, resulta DH 4 GH
+2 DHGoD > DoG; « por conseguinte P!--25>C.
Mas ¢ P> P! (281)3 e supposemos €=P+4-d: logo
com maior razio P 2s>P+-d3 visto €, s>4d: 0
que nio pode ser, pois se fez s < $J. LogoCnao>P:
nem tam poucoiP; por que entdo, por ser P'<P,
seria £ >P': o que nao tem logar, como acabamos
de ver. Logo C <P,

283. Turor. A superficie convexa da pyramide co-
nica ¢ sempre maior do que a da pyramide inscripta,
e menor do que a da circumseripta.

Seja (fig. 139) a pyramide comica, que tem por
base o circulo BCD; e a pyramide inscripta, a que
tem por base o polygono, de que ¢é lado BD. De-
note ¢ a superficie convexa da pyramide comca, e
P a da inscripta. Digo que €> P.

A demonstra¢io, tanto da inscripta, como da cir-
cumscripta, ¢ a mesma que a do Theorema prece-
dente, e ainda mais simples, por ndo se considerar
mais do que uma base.

284. Turor. A4 superficie da sphera ¢ sempre
maior do que a do polyedro inscripto, e menor do
R
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que a do circumscripto. O mesmo digo do segments
spherico a respeito do segmento polyedral, “que  lhe
corresponde. - :

Demonstr.  Quanto & sphera; ¢ manifesto, que
tirando um plano pelos pontos, em' que uma das
pyramides conicas ‘do ‘corpo de revolugio inscripto
ou circumscripto (279) toca a sphera, terminario
de uma e outra parte na circumferencia da seccao
duas superlicies, das quaes a exlerior ¢ maior do
que -a sinterior (14); e por conseguinte 'a somma
das primeiras ; maior «do que a somma das ‘se-
gundas; isto ¢, a superficie spherica ‘maior do que
a conica inscripta, e menor do que a'circumseripta.
Ora attendendo & formacao do polyedro, nio ¢ me-
nos ‘evidente , que passando um plano pelos- lados
do polygono circum-volato, terminam nelles, de uma
e outra parte, duas superficies, uma: pertencente
ao polyedro, e a outra ao corpe conico. Logo do
mesmo modo se concluird, que a superficie do po-
lyedro ¢:maior: do que. a conica inscripta, e me-
nor do que’a circumscripta; e por tanto muito maior
do que a da sphera inscripta, ‘e ‘menor do que
a da circumscripta. '
.—;;Qu_a_nto ao segmenlo spherico; tome-se ‘outro em
tudo egual; e nindo-os pelas bases; discorra-se da
mesma forma.

285. Provr. Dadas duas spheras concentricas,
circumscrever  d-enor um polyedro, cujas faces nao
encontrem a superficic da maior: !
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Sejam (fig. 140) as spheras concentricas represen-
tadas pelas circumferencias dos ‘seus circulos maxi-
mos O, ¢, ambos no mesmo plano.

Solug. Circumsereva-se ao circulo ¢ um polygono
regular de numero de'lados multiplice de 4 os qua-
es nio encontrem a circumferencia € (164). Gyre
o semi-polygono a0 redor do seu diametro, consi-
derado immovel. Ficara circumscriplo & sphera ¢ o
corpo composto de pyramides conicas rectas, que
dissemos’ em: o n.° 279. A estas circumscrevam=
se pyramides regulares, cujas bases tenham - todas
o mesmo numero de lados respectivamente paral-
lelos, e nido encontrem as circumferencias dos
circulos, que os planos das dictas bases prolon-
gados tracam na superficie da sphera € (262). Fi-
card circumseripto o polyedro pedido. " h oo

T BT

Do modo de comparar, e avaliar
a area dos corpos.

- 286. Turor. As dreas de dous polyedros similhan~
tes estdao entre si, como os quadrados de suas ares-
tas , ou linhas homologas.

Demonstr. As dreas dos polyedros similhantes com-
poem-se. de. egual numero ' de polygonos respecti-
vamente  similhantes, e similhantemente dispostos
(249). Logo a drea: de cada polygono do 1.° po~
lyedro: serd para 4rea do polygono correspondente
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no 2.°, como o quadrado de um lado. daquelle pa-
ra o quadrado do homologo deste (185). Mas ten-
do todos os lados homologos, iste é, as arestas, e
linhas homologas dos dous polyedros: a mesma ra-
zao entrc si (276, 2.°), tambem devem ter a mes-
ma razao os seus quadrados: logo a érea de cada
polygono do 1.° polyedro sera para a drea do
sew correspondente no 2.°, como o quadrado de
qualquer aresta ow linha do 1.° polyedrvo para
o quadrado da linha homologa de: 2.°. Por con-
sequencia a somma das areas de todos os poly-
gonos do 1.° polyedro, isto ¢, a sua drea, serd para
a somma das areas de todes os pelygonos do 2.
polyedro, isto é, a sua é4rea, como o quadrado
de qualquer aresta ou linha do 1.° para o qua-
drado da linha homeloga do 2.°

287. Schol. Vé-se por tanto: que nos polyedros
similhantes basta comparar os quadrados de quaes-
quer arestas, ou linhas homologas para saber-se
a relagao que ha entre as suas dreas. Porém ge-
ralmente em quaesquer corpos & necessario primei-
ramente avaliar a é4rea de cada um, e depois com-
parar esses valores, referidos 4 mesma medida.
Ora ainda que na segunda Sec¢io fica dicto o modo
de avaliar as dreas das figuras planas, e em geral é
esse 0 meio de avaliar a édrea de qualquer polyedro,
calculando separadamente a de cada uma das figu-
ras planas, que o terminam, e depois sommando
todos esses resultados; comtudo nido: ¢ elle o mais
expedito em alguns casos, nem applicavel aos corpos
terminados por superficies curvas. Temos methodos
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mais promptos, como vamos ver nos Theeremas
seguintes. '

Advertimos , que nesta avaliagio ndo entram as
dreas das bases dos corpes, que temeos de consi-
derar. :

288. Turor. A drea de qualquer prisma avalia-
s¢, multiplicando por wma das arcstas o perimetro
da seccdo feita por um plano perpendicular d dicta
aresta. &

Seja (fig. 137) o prisma ADEB. Por qualquer pon-
to @ de uma aresta 4B conduza-se o plano bdf
perpendicular a AB. Denote L a dicta aresta, P
o pcrlmelro da seccio, e 4 a area do prlsma
Pigo que A=PXL. S

Demanstr. Collige-se da demonstracio do n.® 280.

289. Coroll. Avalia-se pois a area de um prisma
reclo, multiplicando o perimetro da base pela altura.

990. Turor. A drea de qualquer pyramide regu-
lar avalia-se, multiplicando a metade do perimetro da
base pelo apothema da pyramide.

Seja (fig. 123) a pyramide regular ABCDE. De-
note 4 a area, « o apothema, e P oo perimetro.
Digo que 4=2% P X a.

- Demonstr. Como as faces da pyramide regular sio
todas triangulos isosceles, e eguaes (251), e tan®
tos, quantos sio os lados da base da mesma py-
ramide; ¢ evidente; que para avaliarmos ‘@ sua
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drea bastara calcular a de um desses triangulos,
e multiplicar depois o resultado pelo numero  dos
lados da base. Ora a érea de qualquer dos trian-
gulos, BAE, & =} BEX AP. Logo representando n
o numero dos dictos lados, serd a drea da pyra-
mide proposta—=3n, BEXAP; isto é, A=3PXa.

291.  Tuxor. A drea do tronco de qualquer py-
ramide regular avalia-se, multiplicando a semi-somma
dos perimetros das duas bases pela altura de um dos
trapezios f[aces do tronco : ou tambem multiplicando
por. essa. altura o perimetro da seccio feita por um
plano_parallelo ds dictas bases , tirado em. egual dis-
tancia destas. - ‘

Denote A 4rea do tronco, a a altura de um dos
trapezios, P o perimetro da base inferior, p o da
superior, e P' o da seccao feita em egual dis-
tancia das dictas bases. Digo que A=EFEL a5 ou
P'xa.

Demonstra-se, como a cima, recurrendo aos n.*
187, e 188.

292. Tupor. A drea de qualquer cylindro recto
avalia-se, multiplicando a circumferencia da base pelo
lado do cylindro.

Seja (fig. 141) o cylindro recto AE. Denote L
o lado 4B, C a circumferencia da base, e 4 a
drea do ecylindro. Digo. que A=CX L.

Demonstr. Si nao é A=Cx L; seja CXL o valor.
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da’ 4rea de outro ecylindro recto maior, ou me-
nor do que ‘o proposto. Seja=—irea do cylindro
recto maior, da mesma altura, que tem por base
o circulo concentrico €'. Imagine-se circumscripto
ao cylindro proposto um prisma recto, cujas fa-
ces nio encontrem a superficie do cylindro 0.
Denote P o' perimetro da base desse prisma. Serd
a sua area=P XL (28g). Ora esta drea ¢ menor
do' que a do cylindro C'; por ser ainda menor do
que a do prisma correspondcnte inscripto” no dicto
cylindro €' (como & facil ‘ver), a ‘qual & me-
nor do ‘que a do mesmo C'! (282): logo serd
PXL<CXL; isto ¢ P<C:'o que’ ¢ absurdo (12).
Pois seja O X L = 4rea do eylindro recto 'menor,

da mesma altura, que tem por base o circalo con-
centrn‘:o c. Im'lﬂrme -se cncuchrrplo ao cy’lfndf@ﬂi
um prisma recto, cujas faces nao encontrem a super-
ficie do cylindro €. Denote p o perimeétro da base
desse prisma. Serd a sua drea=p X L. Ora esta drea é
maior do que a do cylindro ¢: logo serd pxL>€
X L;isto é, p>C:0 que & absurdo. E pois nao
& Cx L=trea > ou< A: serh 4=0x L.

293. - Coroll. As éreas de dous cylindros rectos
similhantes estio entre’ si, como 0s quadrados-“dds'
raios das siias bases, ou como os dos seus lados ou
eixos. Com effeito denotando € e ‘¢ as circumferen=
cias ‘das i‘espéc_tivas bases, R e » os raios, Lie !
os lados, ou eixos; como temus € :'¢:: R yr v Lot l
(260) 5 e L'z 1% Rsr 2z Lt I; multiplicando orde-
nadameénte estas duas proporcoes ,resulta € XL ¢ C'X'f

RQ.’Q..LQ.!" T o
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~294. . Tnxor. A drea de qualquer pyramide conica.
recta avalia-se, multiplicando a metade da circumfe-
rencia da base pelo lado da pyramide.

Seja (fig. 142) a pyramide comica recta ABCD.
Denote L o lade 4B, € a circumferencia da base,
e A a area da pyramide. Digo que 4 =31 CXL.

Demonstr. Si nao é 4=1% C x L; seja3 € X Lo valor
da area de outra pyramide conica recta maior, ou
menor do que a proposta. Seja=drea da pyra-
mide conica recta maior, da mesma altura, que
tem por base o circulo conceatrico C'. Imagine-se
circumscripta 4 pyramide conica C uma pyramide re-
gular, cujas faces ndo encontrem a superficie da pyra-
mide conica C'. Denote P o perimetro da base dessa
pyramide. Sera a sua drea=3 P X L (290, 278 N. B.).
Ora esta érea ¢ menor do que a da pyramide co-
nica C'; por ser ainda menor do que a da pyra-
mide regular correspondente inscripta na dicta py-
ramide conica C! (como & facil vér), a qual é me-
nor do que a da mesma €' (283): logo serd 3P
XL<:C0xLs isto é, P<C: o que é absurdo. Pois
seja ¢ € X L= érea da pyramide conica recta menor,
da mesma altura, que tem por base e circulo con-
centrico ¢. Imagine-se circumscripta &4 pyramide co-
nica ¢ uma pyramide wregular, cujas faces niao en-
contrem a superficie da pyramide conica €. Denote
p o perimetro da base dessa pyramide regular, e
[ o apothema. Serd a sua drea=14% px /L Ora esta
area ¢ maior «do que a da pyramide conica ¢: logo
serda 3 pxX{>3CxXL: o que ¢ absurdo, por ser
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p<C, e l<L (210). E pois nio é 3 € XL=érea>
ou<Ad; serda 4A—=3 CxL.

205, Coroll. As dreas de duas pyramides coni-
cas reclas similhantes estio entre si, como os qua-
drados dos raios das suas bases, ou como os dos
seus lados, ou eixos. Deduz-se da mesma forma, que
o Corollario precedente, com a unica differen¢a
de se escrever na proporgio 3 € : 3 c.

296. Turor. A drea do_tronco de qualguer py-
ramide conica recta avalia-se , multiplicando a semi-
somma das circumferencias das duas bases pelo lado
do tronco.

Seja (fig. 143) a pyramide conica recta truncada
Bd. Denote L o lado Bb, C a circumferencia da
base -inferior, ¢ a da superior, e 4 a é4rea. Digo,
Bwe . =5 E %L

Demonstr. Imagine-se completa a pyramide coni-
ca ABD: e no ponto B levante-se sobre AB a per-
pendicular BE, que seja egual em comprimento 4 cir-
cumferencia C. Tire-se A4E, e pelo ponto b a recta be
parallela a BE. Por ser BE : be :: AB : Ab :: BD : bd
(x22); exBD:: bd.::.Csve;. serd 0. sics Bl wwbes
e logo he=ec, por ser BE=C. Isto posto, a drea
da pyramide ABD ¢ egual 4 do triangulo ABE; por
ser uma e outra avaliada por § C X AB (294, e 183).
Da mesma sorte a drea da pyramide conica Abd
¢ egual & do triangulo Abe; por ser uma e outra
avaliada por 4 c¢x4bh. Logo, si da drea da pyrami-

de ABD tirarmos a da pyramide Abd, e da édrea
-]
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do triangulo ABE tirarmos a do triangulo Abe, fi-
card a do tronco Bd egual 4 do trapezio Be. Mas a
area do trapezio Be ¢é = BE'}-“XBb ou Tt I,
(187). Logo tambem a do tronco 4 — r“""xL

297. Su’w! Em logar de podemos substi-
tuir a circumferencia 6" da seccao feita por um
plano paralleio 4 base, tirado pelo ponto F meio
do lado Bb : isto ¢, pode dizer-se, que a érea
do tronco de uma pyramide counica recta se ava-
lia tambem , multiplicando pelo lado do mesmo
tronco a circumferencia da sec¢io feita em egual
distancia das suas bases. Com efleito, por ser
C:BD :: c : bd =z C': FG, sera C+c : BD4-hd ::
C!: FG; e por conseguinte C—:}:-":C', por ser HP":_”'{

= FG (188).

298. Tueor. A drea do polyedro circumscripto d
sphera (279) avalia-se , multiplicando a somma dos
perimetros das bases das pyramides regulares , de
que elle se compoe , por um dos lados do polygono
¢circum-voluto.

Seja (fig. 144) ACD &e. o polygono circum-vo-
luto.. Denote L qualquer lado AC, 4 a é4rea do po-
lyedro, e p, p' , p'! os perimetros das bases das
pyramides regulares, de que elle se compéde, e que
para mais simplicidade se representam somente por
uma face cada uma, Apm, mp', m'p'" , Bp!''m!!.
Digo que A= (p+4p'+4p'")xL.

Demonstr.  Com effeito a 4rea” da pyramide regu-
lar, de que é face o triangulo Apm , tem por ex-
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pressio 4 px L (290): a drea da trancada, de que ¢
face o trapezio mp', tem por expressao ¥ (p+4p') X L
(291): a 4rea da outra tambem truncada, de que ¢ face
o trapezio m'p'!, tem por expressao  (p/-4p'!) X L: e
finalmente a da pyramide regular, de que ¢é face o
triangulo Bp''m!!, tem por expressao § p!' X L. Logo
sommando todos esses resultados, teremos o valor
da drea do polyedro; isto ¢, A=(p+p'-+p'")xL.

209. Schol. 1.° Convem ao fim, que mnos pro-
pomos, que os polygonos bases dessas pyramides,
e o circum-voluto sejam todos do mesmo numero
de lados, o que é sempre possivel: e entio em logar
da expressio geral (p--p'--p!'+&.) X L substituire-
mos o producto do perimetro do peolygono circum-
voluto (que denotaremos por P) multiplicado pelo
seu diametro; isto é, pode dizer-se, que a drea
do polyedro se avalia tambem, maultiplicando o pe-
rimetro do polygono circum-voluto pelo diametro
do mesmo polygono. Com effeito:

Seja (fig. 145) o polygono mencionado ACDE &e. ,
cujo diametro é AB. Tirem-se as rectas BC , CM ,
MD , DK, KE, &c. Serio similhantes os triangulos
ABC, ACN, NMO, ODP, PKQ, &e.; por serem re-
ctangulos em C, NV, P, &ec., e serem eguaes 0S angu-
los ABC, ACN, NMO, ODP, PKQ, &c. (51, 97).
Logo serd BC : AC :: CN : AN :: MN : NO :: DP
:O0P :: KP: PQ :: &c.; e por conseguinte BC
: AC :: CN + MN --DP - KP + &e.: AN + NO+-
OP+PQ+&e.s istoé, BC: AC :: CM 4 DK+ &c. : AB;
ou BC : CM+DK--&ec. iz AC : AB. Mas. por ser
BC egual ao diametro do circulo inscripto no po-
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lygono P; e CM, DK, EL, &e¢. tambem dia-
metros dos circulos inscriptos nos respectivos po-
lygonos p, p', p!" &ec., os quaes todos sio simi-
Ihantes entre si, como regulares do mesmo numero
de lados (constr.); é P : BC :: p:CM :: p': DK %:
p!': EL :: &e.; ou Pt ptp!+4pll4 &e. :: BC: CM
+DK - EL-+ &e. Logo tambem P : p4p'+4
pl'4&e. :: AC : AB; donde, denotando L o lado
AC, se tira (pfp!+p!'+&e.) X L=P x AB.

500. Schol. 2.° Com este mesmo discurso se
mostrard, que a area de uma por¢io, ou segmen-
to polyedral ACDKMA tem por expressio P X AP ;
isto ¢, o perimetro do polygono circum-voluto mul-
tiplicado pela altura do segmento. '

So1. Turor. A drea de qualquer sphera avalia-
se , multiplicando a circumferencia de um dos seus
circulos maximos pelo diametro.

Seja (fig. 146) a sphera representada pela cir-
cumferencia € de um dos seus circulos maximos.
Denote D o diametro, e A4 a area. Digo que
A=C x D.

Demonstr. Si nao ¢ 4 =CxXD; seja C XD o va-
lor da é4rea de outra sphera maior, ou menor do
que a proposta. Seja = drea da sphera maior con-
centrica , representada pela circumferencia €' de
um dos seus circulos maximos. Imagine-se circum-
scripto a sphera proposta um polyedro, cujas faces.
nio encontrem a superficie da sphera ¢!, do modo
que deixamos dicto em os n.* 285, 299- Denote P
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6 perimetro do polygono circum-voluto, e D' o seu
diametro. Serd a area do polyedro = Px D' (299).
Ora esta 4rea ¢ menor do que a da sphera C';
por ser ainda menor do que a do polyedro corres-
pondente inscripto na sphera €' (como ¢é facil
ver), a qual é menor do que a da mesma O/ (284):
logo sera PXD'<CxD: o que é absurdo, por ser
D'>D, e P>C. Pois seja Ox D=#érea da sphera
menor concentrica, representada pela circumferen-
cia ¢ de um dos seus circulos maximos. Imagine-
se circumscripto do mesmo modo & sphera ¢ um
polyedro, cujas faces nio encontrem a superficie
da sphera C. Denole p o perimetro do polygono
circum-voluto, e d o seu diametro. Serd a area do
polyedro=p xXd. Ora esta drea ¢ maior do que a
da sphera ¢: logo serd pXd>CxD: o que é ab-
sardo, por ser d<D, e p<C. E pois nao ¢ CXD
—drea>ou<Ad; sera A=0xD.

Jo2. Coroll. 1.> E’ pois a drea da sphera qua-
drupla da do set circulo maximo (190); e egual 4
convexa do cylindro circumscripto (lig. 147) (292).

303. Coroll. 2.° As greas de duas %pheras estio
entre si, como o0s quadrados dos seus raios. Cou-
clue-se , como em o n.° 293.

304. Turor. A drea de qualquer segmento spheri-
co avalia-se, multiplicando a circumferencia de um
dos circulos maximos da respectiva sphera pela alture
do segmento.

Seja (fig. 161) o segmento spherico EAF, que tem
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por altura AR, e pertence & sphera, cujo raio é
0A4. Denote C a circumferencia de um dos seus
circulos maximos, e 4 a frea do segmento. Digo
que 4 =CXx AR.

Demonstr. Si nio é A=CxAR; seja CX AR o
valor da area de oulro segmento spherico maior,
ou menor do que o proposto. Seja = drea do
segmento spherico maior LMW, que tem por al-
tara MR, e pertence 4 sphera concentrica, cujo raio é
CM. Imagine-se circumscripto 4 sphera, de que ¢ se-
gmento o proposto EAF, um polyedro, cujas faces nao
encontrem a superficie da outra sphera (285, 299),
¢ de modo que um dos lados do polygono circum-
voluto termine em um ponto o entre EL e DL;
o que sempre ¢ possivel. Denote P o perimetro
desse polygono. Teremos o segmento polyedral de
altura ar, cuja drea é =P X ar (300). Ora esta irea
¢ menor do que a do segmento spherico LMY ;
por ser ainda menor do que a do segmento polye-
dral correspondenl‘c inscripto no segmento sphe-
rico IMK, a qual é menor do que a do mesmo
IMK (284), e com maior razio, menor do que a
do segmento spherico LMN : logo serd Pxar
< CXAR: o que ¢ absurdo, por ser P>C, e ar
>AR. Pois seja = area de um segmento sphe-
rico menor: e para nao complicarmos a figura, tome-
mos agora pelo segmeato proposto o segmento sphe-
rico LMN; e denote €! a circumferencia de um dos
circulos maximos da sphera respectiva: e seja, si ¢
possivel, €' X MR = drea do segmento menor EAF,
pertencente & sphera concentrica, cujo raio ¢ C4.
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Conservadas as mesmas denotagdes, temos que a
drea do segmento polyedral de altura ar ¢ = P X ar.
Ora esta drea ¢ maior do que a do segmento sphe-
rico EAF ; por ser ainda maior do que a do se-
gmento de altura 4r, a qual ¢ maior do que a do
dicto EAF: logo sera PXar>C'XMR: o que é
absurdo, por ser P<C!, e ar<MR; por quanto,
concebendo as cordas IM, oa, os triangulos simi-
lhantes IMP, oar dao IM : oa :: MP : ar; don-
de, por ser IM >oa, ¢ MP>ar; e por conseguinte
MR muito maior do que ar. Logo &e. :

Quanto ao segmento spherico EBF maior do que
um hemispherio ; teremos tambem € X BR por ex-
pressio da sua érea: por que, como ella é a diffe-
renca entre a drea da sphera e a do segmento
menor EAF, seri o seu valor =C0XAB— €x 4R
i X BR.

B ——

Dos parallelipipedos, e tetraedros.

505. Tueorn. Si dous parallelipipedos tiverem a
mesma base e a mesma altura, ou bases eguaes e al-
turas eguacs ; terao volumes eguaes.

Dous casos comprehende este Theorema.

1.° Sejam (fig. 148) os parallelipipedos BCHE,
BIHM , construidos sobre a mesma base ABHG, e
terminados pelo mesmo plano DE parallelo a esta;
sendo tambem communs a ambos elles os planos
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lateraes oppostos AE, BF. Digo que os dous paral-
lelipipedos tem volumes eguaes.

Demonstr. Por serem os parallelogrammos CB,
CL, e o triangulo ACI, que formam o angulo trie-
dro €, e os parallclogrammos EH , EN, e o trian-
gulo GEM , que formam o angulo triedro E, respe-
ctivamente eguaes, e similhantemente dispostos; se-
rdo eguaes os prismas triangulaves AL, GN (271). Ora
o volume do polyedro BCHM compée-se do volume
do prisma triangular GN mais do volume do paral-
Ielipipedo BCHE; ou do volume do prisma triangular
AL mais do yolume do parallehplpcdo BIHM. Logo
como os volumes dos prismas triangulares sio eguaes,
serao necessariamente eguaes os dos parallelipipedos.

2.° Sejam agora (fig. 140) os parallelipipedos BCHE,
BOHQ, construidos sobre a mesma base ABHG,
e terminados pelo mesmo plano DQ parallelo a es-
ta; nao lhes sendo communs os planos lateraes op-
postos. Digo tambem, que estes dous parallelipi-
pedos tem volumes eguaes.

Demonstr. Prolongadas as rectas OP, QR cor-
taraio a DF em L e N, e a CE em I e M.
Tirem-se as rectas AI, BL, GM, HN. Ficara for-
mado o parallelipipedo BIHM ; por serem os pla-
nos oppostos parallelogrammos eguaes e parallelos,
Ora este parallelipipedo tem volume egual ao de
cada um dos dous propostos (1.°). Logo tambem
estes terao volumes eguaes.

506.  Coroll. 1.° Dividindo pois (fig. 150) a base
ABHG de qualquer parallelipipedo rectangulo AF,
em quantos rectangulos eguaes quizermos, por ex,
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BN, LY , &c.; e tirando pelas rectas dessas divi-
soes planos perpendiculares 4 dicta base, como
LM, ZX, &c ; o parallelipipedo proposto ficard tam-
bem dividido em outros tantos parallelipipedos re-
ctangulos, eguaes entre si. E concluir-se-ha, discur-
rendo, como em o n.° 176, que o parallelipipedo
rectangulo AF & para a base ABHG, como qual-
quer numero daquellas partes de AF para o mesmo
numero destas de ABHG.

307. Coroll. 2.° Dous parallelipipedos da mesma
ou egual altura, construidos sobre parallelogrammos
equivalentes, tem volumes eguaes. Com effeito imagi-
nando dous parallelipipedos construidos com egual
altura sobre os parallelogrammos BF, BN (fig.151),
e sobre cada um dos mesmos parallelogrammos con-
struindo um parallelipipedo recto da altura daquelles;
a saber, sobre a base BF o parallelipipedo recto BE,
e sobre a base BNV o parallelipipedo recto BM'; es-
tes dous parallelipipedos rectos terdo volumes respe-
ctivamente eguaes aos dos outros dous. Ora estes
mesmos parallelipipedos rectos tem volumes eguaes,

como tendo a mesma base BG e a mesma altura:
logo &e.

508. Turor. O plano, que se tirar pelas diago-
naes de duas faces oppostas de um parallelipipedo,

dividilo-ha em dous prismas triangulares de egual
volume.

Seja (fig. 152) o parallelipipedo recto BE ; ou
(fig. 153) obliquo. Tire-se um plano em qualquer
&
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delles pelas diagonaes €G, DH de duas faces op-
postas. Digo. que dividird o parallelipipedo BE em
dous prismas triangulares ACGBDH , CGEDHF , de
“egual volume.

Demonstr.  Que o divide em dous prismas trian-
gulares, ¢é sem duvida; por quanto as rectas CD, GH
parallelas, e egnaes a AB, sio egunaes, e parallelas
entre si (220): por tanto estando no mesmo plano
com as diagonaes CG, DH, formario o parallelogram-
mo commum CDHG. Ora é manifesto, que as oulras
duas faces em cada um dos dictos prismas sao pa-
rallelogrammos, e as bases triangulos. Logo &ec. Res-
ta pois so mostrar, que os dictos dous prismas tem
volumes egunaes. .

Si se considera o parallelipipedo recto BE (fig. 152);
conclue-se que 0s dous prismas triangulares sio
eguaes; por quanto os parallelogrammos AD, AH,
e o triangulo CAG, que formam o angulo triedro A
e os parallelogrammos EH, ED, e o triangulo CEG,
que formam o angulo triedro E , sio respectiva-
mente eguaes , e similhantemente dispostos (271).
Considerando porém o parallelipipedo obliquo BE
(fig. 153), enldo se demonstrara da maneira seguinte.

Pelos pontos 4, B da aresta AB do prisma trian-
gular ACGBDII conduzam-se perpendicularmente a
ella os planos AIM, BLN: e continuando as arestas
CD, GH , alé encontrarem este ultimo plano nos
pontos L, IV, tirem-se as rectas BL, LN, BN. Tere-
mos a pyramide ACGMI egual & pyramide BDHNL;
por serem asfaces da primeira ACG, ACL, ICGM,
que formam o angulo triedro €, respectivamente



eguaes ds faces da segunda BDH , BDL , LDHN,
que formam o angulo triedro D, e similhan-
temente dispostas (271). Ora o volume do po-
lyedro ACGBLN compoe-se do volume da pyra-
mide BDHNL mais do volume do prisma triangu-
lar obliquo ACGBDH ; ou do volume da pyramide
ACGMI wmais do volume do prisma triangular
recto AIMBLN. Logo, como as pyramides sao
eguaes, serd o volume do prisma triangular obliquo
egual ao do recto. Mas o prisma triangular recto
¢ metade do parallelipipedo recto, que tem a mes-
ma altura AB, e por base o parallelogrammo ATOM,
como primeiro se demonstrou. Logo tambem o vo-
lume do prisma triangular obliquo ACGBDIH sera
metade do velume do mesmo parallelipipedo recto.
Mas este parallelipipedo recto ¢ egual em volume ao
obliquo BE, como tendo as bases equivalentes A BLI,
ABDC, e a mesma altura (3507). Logo tambem o
volume do prisma triangalar obliquo ACGBDH é
metade do volume do parallelipipedo obliquo BE.
Logo &c.

309. Coroll. Desta proposi¢io, e da precedente
se conclue: que dous prismas triangulares da mesma
base e da mesma altura, ou de bases eguaes e altu-
ras eguaes, tem volumes “eguaes; como tambem os
que tendo egual altura sio construidos sobre bases
equivalentes.

310, Turor. Si wm tetraedro for cortado por pla-
nos parallelos d base, e equidistantes entre si; e enire
cada dous planos conseculivos se tnscreverem , ¢ cir-
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cumscreverem prismas ao dicto tetraedro; a differenca
entre a somma dos volumes de todos os circumscriptos,
e a somma dos volumes de todos os inscriptos, serd egual
ao wolume do circumscripto, cuja base é a mesma
do tetraedro.

Seja (fig. 154) o tetraedro DABC. Divida-se qual-
quer das suas arestas DB em partes eguaes: e pelos
poatos da divisio cortem o tetraedro planos paralle-
los & base. Tirem-se pelos pontos N, R, 0, S, &e.>
em que esses planos cortam as outras duas arestas,
outras tantas parallelas a DB: prendam-se os extre-
mos destas com as reclas de, fg, &c.: e imaginem-
se os prismas inscriptos NF, O&, &c. Do mesmo
modo, produzindo os lados desses planos, e tirando
as parallelas necessarias a DB, concebam-se os pris-
mas circumscriptos ME, LF, &ec. Digo que a diffe-
renca entre a somma dos volumes de todos os cir-
cumscriptos, e a somma dos volumes de todos os
inscriptos, ¢ egual ao volume do prisma circamscri-
pto HB, cuja base é a mesma do tetraedro.

Demonstr. Com efleito, por ser ME=NF (309),
LF=0G, IG=PB, sera ME4+LF+1G--HB—NF—
OG—PB,ou(ME+LF--164-HB)—(NF+0G+PB)
=HB.

311. Coroll. Cortado pois successivamente o te-
traedro por planos parallelos & base, e equidistantes
entre si, se lhe poderao inscrever e circumscrever
tantos prismas, que a differenca entre a somma dos
volumes de todos os circumscriptos e a somma dos
volumes de todos os inscriptos, seja menor do que



qualquer volume assignado, por pequeno que este
se dé: e por conseguinte muito menor a differenca
entre a somma dos volumes dos inscriptos ou ecir-
cumscriptos, e o volume do tetraedro.

312. Taror. S¢ dous tetraedros tiverem a mesma
base e a mesma altura, ou bases eguaes e alturas
eguaes ; terdo volumes eguaes.

Sejam (fig. 155) os tetraedros DA BC, D!'ABC, os quaes
tem a mesma base ABC, e sio de egual altura. Deno-
tem T, T'" os respectivos volumes. Digo que T=T".

Demonstr. Si é possivel, nao seja. Um delles serd
maior. Seja T'>T'!. Concebam-se inscriptos em cada
um dos tetraedros, e em egual numero, tantos pris-
mas, que a differenca entre o volume de qualquer
dos tetraedros e a somma dos volumes de todos os
prismas nelle inscriptos, seja menor do que qualquer
assignado. Denotando por § a somma dos volumes
dos prismas inscriptos em 1", e por §! a dos in-
scriptos em 75 serda T—S < T—T'"; donde §>T'.
Mas é §=8'; por serem os volumes dos prismas
inscriptos em um respectivamente, e por ordem,
eguaes aos volumes dos inscriptos no outro, como
tendo bases eguaes e alturas eguaes (309): logo sera
tambem S§'>T': o que ¢ absurdo. Logo &ec. g

313. Tueor. Si wm prisma triangular, e wm te-
traedro tiverem a mesma base e a mesma altura,
ou bases eguaes e alluras eguaes; serd o volume do
tetraedro. a terca parte do volume do prisma.
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Seja (fig. 156) o tetraedro ABCD da mesma base
e altura do prisma triangular EGFBCD. Digo que
o volume do tetraedro ¢ a ter¢a parte do volume
do prisma.

Demonstr. Tirem-se as rectas BF, FC, CE; e
considere-se dividido o prisma nos tres tetraedros
FBCD, FBCE, FECG. Por serem eguaes os triangulos
BCE, ECG, terao volumes eguaes os dous tetraedros
FBCE, FECG (312). Pela mesma razio terdao eguaes
volumes os dous FBCD, CEFG (isto ¢ FECG). Logo
0s tres, em que o prisma estd dividido, tem entre si
volumes eguaes: e por tanto cada um delles ¢ a terca
parte do volume do prisma, Mas o proposto ABCD
tambem tem volume egual ao do tetraedro FBCD.
Logo tambem o seu volume é a terg¢a parte do do
prisma.

314. Turor. Os wolumes dos parallelipipedos re-
clungulos estio entre si, como os productos das suas
bases multiplicadas pelas suas alturas.

1.° Sejam (fig. 157) os parallelipipedos rectangu-
los AF, AC, que tem por bases AG, AD, e por
alturas AE, AB; tendo as dictas bases um lado
commum. Digo que é AF : AC :: AGXAE :
AD X AB.

Demonstr. Continue-se o plano EF até encontrar
o outro CL; e complete-se o parallelipipedo rectan-
gulo AH da mesma altura 4L do parallelipipedo
rectangulo 4F. Ora os volumes destes dous paralle-
lipipedos eslae enlre si como as bases; isto ¢,
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AF : AH :: AG : AD. Por que si nio ¢ AF : AH ::
AG : AD; serd como AG para um quarto termo
X>ou<AD. Seja :: AG : AR> AD. Conceba-se
dividida a base AG em tantos rectangulos eguaes,
que continuando-se a divisio de G para R, céia
uma dellas entre D e R; por ex. PI. Complete-se o pa-
rallelipipedo rectangulo AQ. Serd AF : AQ :: AG : AI
(306). Mas tambem supposemos AF : AH

AG : AR: logo AQ : AH :: AI : AR. Mas AQ > AH:
logo AI>AR: o que ¢ absurdo. Com egual racio-
cinio, imitando o que temos feito em outros loga-
res, se demonstrard tambem ndo ser :: AG: X <AD.
E pois nio ¢ AF : AH :: AG : X > ou < ADj serd

AF. s Allceudz A D

Pela mesma razio, considerando os parallelipipe-
dos rectangulos AH, AC, como tendo a mesma al-
tura AL sobre as bases AM, AN, as quaes estao
. entre si, como AE : AB (179), serd

AH  : 4G 23 AE 2 AB:

Logo multiplicando ordenadamente os termos des-
tas duas proporc¢ées, e simplificando a primeira razao,
teremos AF : AC :: AGXAE : ADXAB. (*).

2.° Sejam agora os parallelipipedos rectangulos AF,
AK, que tem por bases AG, A0, e por alturas
AE, AB; nio tendo as diclas bases um lado com-
mum. Digo tambem que é AF : AK :: AGXAE :
AO X AB.

Demonstr. Prolongue-se o plano MG até & secgio
NC com o plano BK: e complete-se o parallelipi-

(*) Veja-se a nota ao n.” 179.
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pedo rectangulo AC. Pois temos, como acabamos
de mostrar,
AF : AC :: AG X AE : AD X AB (1.°),
e tambem AC : AK :: AD : AO; multiplicadas orde-
nadamente entre si estas duas propor¢des, e sim-
plificadas as razoes, dardo
AF : AK :: AGXAE : AO X AB.

315. Coroll. Quanto pois dissemos a respeito dos
parallelipipedos rectangulos se extende a quaesquer
parallelipipedos; e por conseguinte aos prismas tri-
angalares, e aos tetraedros. Por que todo o paral-
lelipipedo é egual em yolume ao parallelipipedo re=
ctangulo da mesma altura, e de base equivalente.
(307). E quanto aos prismas triangulares, e aos te-
traedros; como os volumes daquelles sio metades
dos de parallelipipedos da mesma altura, &e. (508);
e os destes sao ter¢os dos de prismas triangulares
da mesma base e da mesma altura (313); necessa-
riamente hao de ter a mesma razao, que os desses
parallelipipedos, e prismas.

— g TE—

Da avaliacdo dos volumes dos corpos, e da
sua medida.

316. Por quanto medir o volume de um corpo
¢ determinar, quantas vezes este contém outro co-
nhecido, o qual se considera entio como unidade;
e sabemos, que os volumes dos parallelipipedos estao
‘entre si, como os productos das suas bases multi-
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plicadas pelas suas alturas; segue-se, que, si deno-
tar A a altura, e B a base de um parallelipipedo
P, cujo volume se pretende avaliar; e a a allura,
e b a base de outro parallelipipedo p, tomado para
medida, ou unidade de volume; teremos eonhecido
o daquelle, visto que podemos saber, quantas vezes
conttm o deste. Com efleite, por ser P : p ::
BxA:bxa,serdh h=08Xx £ : 0 que faz ver, que
para avaliarmos o volume de qualquer parallelipipedo
P devemos, depois de examinar quantas vezes na
sua base B se contém a base 6 da wnidade de vo-
lume, e quantas na altura A se contém a altura a,
multiplicar esses dous quocientes, e o producto nos
mostrara o numero de yezes, que o volume esco-
lhido para medida se contém no do p—ar:allehp:pedn,
que se tracta de avaliar.

Como porém a medida commum dos volumes, ¢
a mais simples, é um cubo conhecido, por ex. um pé
cubico, uma pollegada cubica, &ec.; no caso de que
por p escolhamos qualquer dessas medidas, v. gr. um
pé cubico (l”’"’); entio 5= £ se torna em
T = ‘,,, X #Z,0uP =B X A: expressio abbreviada,
e donde vem dizer-se geralmente:

517. O volume de wum parallelipipedo avalia-
se, maultiplicando a base pela altura: e por tanto
o de um cubo, pela terceira potencia da sua
aresta (*).

Nio se perca porém de vista, quando assim nos

(*) Por isso se diz cubo de um numero, ainda que impro-
priamente, a terceira potencia desse numero,
-}
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expressarmos, que se deve intender por esse pro-
ducto o numero de medidas cubicas, que se con-
ttm no volume procurado.

318. Coroll. 1.° Logo o volume de qualquer
prisma triangular avalia-se, multiplicando a base pela
altura (308). E o de um tetraedro, tomando a
terga parte deste producto (313).

319. Coroll. 2.° E daqui se segue: que os volu-
mes de dous tetraedros similhantes estdo entre si,
como os cubos das suas arestas ou linhas homolo-
gas. Por que dando-se-lhes por base quaesquer faces
homologas B, b; como entio as suas alturas 4, a
sio tambem linhas homologas (276, 2.°), e propor-
cionaes a quaesquer outras homologas L, /; temos
B0 AT e 1t LY (a85); e A 0 a AN
L :l; e multiplicando ordenadamente estas duas
proporgoes, resulta 1 BxA : I bxa :: A% : @®
L} il seey

520. Coroll. 5.° Logo em geral os volumes de
dous polyedros similhantes estio entre si, como 0s
cubos de quaesquer duas arestas ou linhas homo-
logas. Por que os polyedros similhantes podem-se
considerar compostcs de egual numero de tetraedros
respcctivamenle similhantes, e similhantemente dis-
postos (275): e por tanto o volume de cada tetrae-
dro do 1.° polyedro serd para o volume do tetrae-
dro correspondente no 2.°, como o cubo de uma
aresta ou linha daquelle para o cubo da homologa
deste. Ora tendo todas as arestas e linhas homo-
logas a mesma razao entre si, tambem devem ter
a mesma razao os seus cubos: logo o volume de
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cada tetraedro do 1.° polyedro ser4d para o volume
do seu correspondente no 2.°, como o cubo de qual-
quer aresta ou linha do 1.° polyedro para o cubo
da linha homologa do 2.°. Por consequencia a som~
ma dos volumes de todos os tetraedros, de que se
compde o 1.° polyedro, isto é, o seu volume, serd
para a somma dos volumes de todos os tetraedros,
de que se compde o 2.° polyedro, isto ¢, o seu
volume, como o cubo de qualquer aresta ou linha
do 1.° para o cubo da linha homologa do 2.°.

321. Schol. Vé-se por tanto: que nos polyedros
similhantes basta comparar os cubos de quaesquer
arestas ou linhas homologas, para saber-se a rela-
¢ao , que ha entre os seus volumes. Porém geral-
menle em quaesquer corpos, ¢ necessario primei-
ramente avaliar o volume de cada um, e depois
comparar esses valores referidos 4 mesma medida.
Ora nos polyedros serve de muito a avaliacio dos
volumes dos tetraedros; pois por elles se pode sem-
pre avaliar o volume de qualquer polyedro; o que
se faz , dividindo-o em tetraedros, calculando se-
paradamente o volume de cada um, e depois som-
mando todos esses resultados. Comtudo, ainda que
em geral este ¢ o meio de avaliar os volumes dos
polyedros, nio ¢ elle o mais expedito em alguns
casos, nem applicavel aos corpos terminados por su-
perficies curvas. Temos methodos mais promptos,
como vamos ver nos Theoremas seguintes.

S22. Turor. O volume de qualquer prisma ava-
lia-se , multiplicando a base pela altura.
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Seja (fig. 158) o prisma BE. Denote B a base, 4
a altura , ¢ /" o volume. Digd que V" = BxA.

Demonstr. Dividam-se os dous polygonos ACGEI,
BDHFL ( pois sao eguaes) em egual numero de
triangulos respectivamente eguaes: e imaginem-se ti-
rados os planos CL, LG pelas diagonaes correspon-
dentes Cf e DL, IG e LH ; cujas secgoes sio paral-
lelogrammos, como ja fizemos ver em o n.° 308. Fa-
cilmente se concebera o prisma proposto dividido
em tantos prismas triangulares, quantos siao os trian-
gulos , em que foi dividida a base; a saber, mnos
prismas, cuja altura ¢ a mesma do total, e as ba-
ses respectivas sio os triangulos denotados por 4,
b', b'". Ora o volume do primeiro avalia-se por
bx A4 (518); o do segundo por h'X 4; e o do ter-
ceiro por h'' X A. Logo o valor do volume total do
prisma BE serd (b-4-b'-+4-b!")x A; isto &, V=B X A.

525. Turor. O volume de qualquer pyramide ava-
lia-se , multiplicando o terco da base pela altura.

Seja (fig. 159) a pyramide IBDHFL. Denote B
a base, A a altura, e ¥ ¢ volume. Digo que V=
$Bx 4.

Demonstr. Divida-se a base em triangulos; e con-
ceba-se composta a pyramide dos tetraedros IBDL,
IDLH , ILHF. O volume do primeiro avalia-se por
3 hx A {518); o do segundo por 3 H'XA; e o do
terceiro por % h!'' <X A. Logo o valor do volume to-
tal da pyramide serd } (b4-b!-+b'") x A5 isto é,
y — I B x A.
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324. Schol. Por esta mesma proposi¢ao se pode
avaliar o volume do tronco Km (fig. 120) de qual-
quer pyramide. Por que , sendo este a differenga
entre o volume da pyramide inteira IKLM e o
da separada Ikém ; terd por valor a ter¢a parte do
producto da base KLM multiplicada pela altura IP
menos a ter¢a parte do producto da base kim mul-
tiplicada pela altura Ip ;3 havendo-se calculado o va-
lor das dictas alturas pela seguinte propor¢ao, que
a similhan¢a das pyramides offerece ; a saber,
KL : kl s TP : Ip; e logo KL—kl : KL :: IP—1Ip,
ou Pp: IP. Donde fica conhecido o valor de IP;
pois dado o tronco pode-se medir as linhas KL, kl,
Pp, que entram nos primeiros tres termos da pro-
porgao. Ter-se-ha Ip, tirando Pp de IP.

525. Treor. O volume de um prisma triangular
truncado, isto ¢, a poreao de um prisma triangular
cortado por wm plano inclinado d base, avalia-se,
multiplicando o terco da dicta base pela somma das
perpendiculares a esta, tiradas dos vertices dos angu-
los da seccao.

Seja (fig. 160) o prisma triangular trunecado
ACEBDF , cuja base ¢ o triangulo BDF. Denote
o volume, B a base, e p, p', p!' as perpendicu-
lares a esta, que se imaginem tiradas dos vertices
C, A, E dos angulos da secgio ACE. Digo que
V=3B X (p+p'+p!).

Demonstr.  Corle-se o prisma pelo plano @BF
tirado pelo ponto € e pela aresta BF. Separado o
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tetraedro CBDF , divida-se tambem a pyramide qua-
drangular residua CABFE em outros dous tetraedros
CABF, CAEF pelo plano CAF tirado pelo vertice C
e pela diagonal AF da base ABFE. Teremos o pris-
ma proposto dividido em tres tetraedros CBDF,
CABF, CAEF. Ora o volume do primeiro avalia-se
por § BXp: resta pois so mostrar, que o volu-
me do segundo se avalia por £ BXp'; e o do ter-
ceiro. por L Bxp'!. Com effeito o tetraedro CABF
¢ egual em volume ao tetraedro DABF; pois am~
bos tem os vertices na recta CD parallela & base
commum ABF (221). Mas o tetraedro DABF pode
ser considerado com a base BDF, e¢ o verlice em
A: logo o seu volume, ou o do tetraedro CABF
terd porvalor I B p'. Da mesma sorte o tetraedro
CAEF ¢ egual em volume ao tetraedro DBEF; por
estarem os seus vertices €, D na mesma recta CD
parallela ao plano commum das bases, e serem es-
tas os triangulos equivalentes AEF, BEF, como
construidos sobre a mesma recta EF parallela a
AB (178). Mas o tetraedro DBEF pode ser consi-
derado com a base BDF, e o vertice em E : logo
o seu volume, ou o do tetraedro CAEF tera por
valor £ Bxp'!. Consequentemente, sommando es-
ses tres valores, teremos o do volume total do
prisma triangular truncado ; isto ¢é, V= {BX
(pFp'+p!" )

326. Schol. Este Theorema ¢é de grande uti-
lidade para a avaliagao dos volumes dos corpos po-
lyedros, que se decompoem em prismas triangula-
res truncados. '
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327. Turor. O volume de qualquer eylindro ava-

lia-se, multiplicando a base pela altura.

Seja (fig. 141) o cylindro AE. Denote A a altura,
C a base,e 7 o volume. Digo que /=0 X A.

Demonstr. Si nido é V'=CxA4; sejaCxA4 o va-
lor do volume de outro cylindro maior, ou menor
do que o proposto. Seja=volume do cylindro ma-
ior, da mesma altura, que tem por base o circulo
concentrico C'!. Imagine-se circumscripto ao cylin-
dro proposto um prisma, cujas faces nio encon-
trem a superficie do cylindro €'. Denote P a ba-
se desse prisma. Serd o seu volume =P X4 (322).
Ora este volume ¢ menor do que o do cylindro C':
logo serd PxA< OxA; isto é, P<C: o que ¢
absurdo. Com egual raciocinio, imitando o que
temos feito em outros logares, se demonstrard tam-
bem nio ser (X A=volume de outro cylindro me-
nor. Logo &e.

328. Coroll. Os volumes de dous cylindros si-
milhantes estio entre si, como o0s cubos dos raios
das suas bases, ou como os das suas alturas ou ei-
xo0s. Com effeito, denotando € e ¢ as respectivas
bases, R e r os raios, A e a as alturas, E e e os
eixosy como temos C: ¢ 22 R? ¢ r? i A% un? 1o B2 1 o2
(022005 Bd syl Robvpleni A 2a 25K 3 85
multiplicando ordenadamente estas duas proporgaes,
resulta Cx 4 : exa:: R® @ r? i &e.

329. Tuzon. Ovolume de qualquer pyramide conica
avalia-se , multiplicando o terco da base pela altura.
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Seja ( fig. 142 ) a pyramide conica ABCD. Denote
A aaltura, € a base, e /' o volume. Digo que
F’:%CXA.

Deémonstra-se discurrendo, como no cylindro.

330. Coroll. Os volumes de duas pyramides co-
nicas similhantes estao entre si, como 0s cubos dos
raios das sunas bases, ou como os das suas alturas
ou eixos, Deduz-se da mesma forma, que o Corol-
lario precedente , com a unica diflerenga de se scre-
ver na propor¢ao 1 € : 4 ¢,

331. Turor. O wvolume de qualquer sphera ava-
lia-se, multiplicando o terco da drea pelo raio.

Seja (fig. 146) a sphera representada pela circum-
ferencia € de um dos seus circulos maximos, De-
note R o raio, 4 a érea, ¢ ¥ o volume. Digo que
V=zAXR.

Demonstr.  Si pio é V=1 AXR; seja AXR o
valor do volume de outra sphera maior, ou menor
do que a proposta. Seja—=volume da sphera maior
concentrica representada pela circumferencia C! de
um dos seus circulos maximos. Imagine-se circum-
scripto & sphera proposta um polyedro, cuajas faces
ndo encontrem asuperficie da sphera €! (285). Denote
$ a drea desse polyedro. Reflectindo que este pode
tambem considerar-se, como um aggregado de py-
ramides , cujas bases sio as faces do mesmo po-
lyedro, cada uma de cada uma, e que todas tem
o vertice no centro da sphera, e por altura o raio
da mesma; serd o seu yolume =73 § X R (323), Ora
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este volume é menor do que o volume da sphe-
ra C': logo serd 1 SXR< LAXR; istoé, S<ds:
o que ¢ absardo (284). Com egual raciocinio se de=
mounstrard tambem nao ser ¥ A XR =volume de ou-
tra sphera menor do que a proposta. Logo &e.
532. Coroll. 1.° Pois a 4rea da sphera é qua-
drupla da do seu circulo maximo (302); segue-se,
que o volume da mesma sphera se avaliard tam-
bem, multiplicando o quadruplo da 4rea do dicto
circulo maximo pelo ter¢co do raios ou (o que vem
a ser o mesmo ) multiplicando a drea do dicto cir-
culo maximo por % do diametro: e por isso o vo-
lame da sphera é 2 do volume do cylindro a ella
circumscripto. :
333.  Coroll. 2.° Os volumes de duas spheras estdo
entre si, como 0s cubos dos seus rains. Com efl¢ito,
denotando A4, a as respeclivas édreas, e R, r os
raios; como temos A : a :: R*:r? (303), e 1 R: Ir
:: R: r; maltiplicando  ordenadamente estas duas
proporcoes, resulta L AXR : faxr iz R*:ro.

334. Turor. O volume de qualquer sector spherico
avalia-se , multiplicando o terco da drea do segmento
spherico respectivo pelo raio.

Seja (fig. 161) o sector spherico CAEF. Denote R
o raio €A, A a 4rea do segmento spherico FAF
e ¥ o volume do sector. Digo que V= {4 XR.

Demonstr, Si nio é V=1 AXR; sejal AXR
o valor do volame de outro sector spherico maior,

eu menor do que o proposto. Seja = volume do se-
v
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ctor spherico maior CMLN, pertencente & sphera
concentrica, cujo raio ¢ CM. Imagine-se circum-~
scripto &4 sphera, de que é sector o proposto, um
polyedro , cujas faces nio encontrem a superficie
da outra sphera, de modo que um dos lados do
polygono circum-voluto termine em um ponto o en-
tre EL e DL. Imaginem-se dos verlices dos angu-
los polyedros do segmento polyedral, que tem por
altura ar, rectas ao centro da sphera. Teremos
o sector polyedral Caoi, o qual pode considerar-se,
como um aggregado de pyramides, que tem todas
o vertice no centro da sphera, e por altura o raio
da mesma. Por conseguinte, denotando § a 4rea des-
se scgmento polyedral, serd o volume de sector
Caoi = S X R. Ora este volume ¢ menor do que o do
sector spherico CMLN: logo sera s SXR< § AXR;
isto é, S<A: o que ¢ absurdo , por ser §>4;
como ja observidmos por occasiao da demonstragao
do Theorema n.° 304. Do mesmo modc se demons-
trard tambem nio ser £ A X R = volume de um se=
ctor spherico menor. Logo &e.

335. Schol. O volume de qualquer segmento sphe-
rico EAF menor do que um hemispherio se achard,
tirando do volume do sector spherico CAEF o da
pyramide conica recta CEFE: ¢ o de qualquer se-
gmento spherico EBF maior do que um hemisphe-
rio, se achard tirando do volume total da sphera o
do segmento menor EAF.

FIM.,
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APPENDICE (*).

Dos circulos na sphera.

336. Turor. Quaesquer dous circulos mazimos em
uma sphera cortam-se reciprocamente em duas partes
eguaes.

Demonstr. Como os circulos max. passam ambos
pelo centro da sphera (262); a sua interseccao
tambem passard. Mas o centro da sphera é cen-
tro dos mesmos circulos: logo essa intersec¢do é
diametro de qualquer delles. Logo &e.
~ A figura, que entio duas semi-circumferencias
formam na superficie da sphera, chamaremos (u-
nula spherica.

337. Coroll. Dous arcos de circ. max., meno-
res cada um do que uma semi-circumferencia, nio
podemn ter dous pontos communs, sem que se con-
fundam inteiramente.

338. Turor. O diametro da sphera, perpendi-

cular a qualquer circulo da mesma sphera, passa pelo
ceniro desse circulo.

Demonstr. Consta da do n.® 262,

(*) - As figuras deste Appendice sip as da ultima Estampa.
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Este diametro chama-se eizo do circulo; e os
extremos do mesmo diametro polos do mesmo
circulo.

339. Coroll. Logo qualquer ponto do eixo de
um circulo dista egualmente de todos os pontos da
circumferencia desse circulo (210). Si o circulo ¢é
max. , a distancia dos seus polos & circumferencia
é = corda do arco de go°do circ. max.

————D P E—
Dos angulos sphericos.

540. O angulo, formado por dous arcos de circ.
max. na supetflicie da sphera, chama-se angulo sphe-
rico. Continuados os lados do angulo até concur-
rerem, formarao uma lunula sph.

341. Tueor. Si os lados de um angulo sph. fo-
rem de 9o° cada wm; o seu vertice serd polo do circu-
lo max., que passar pelos extremos dos dictos lados.

Seja (fig. 1) o angulo sph. APB: e sejam AP,
PB de go°® cada um. Digo que o vertice P é polo
do circ. max., de que ¢é arco AB.

Demonstr.  Seja € o centro da sphera. Tirem-se
os raios CP, CA, CB. Pois sio AP, PB de go"
cada um (hyp.); serdo rectos os angulos ACP,
PCB (29): e por conseguinte PC sera perpendicu-
lar no centro € as rectas AC, BC; e por isso PC
tambem perpendicular no dicto centro ao plano
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do' circulo CAB (206). Logo PC é e semi-eixo do
circulo CAB; e por tanlto P o seu polo (338).

342. Prosr. Dado um arco de circulo na su-
perficie da sphera, achar um dos polos desse circulo,

Seja ( fig. 2 ) o arco AB.

Solue. Ache-se o diametro do circulo, a que per-
tence esse arco, como fica dicto em o n.° 267. Seja
este A'B!', e inscreva-se no circulo max. A'B'H,
que tambem se achard, segundo o numero citado.
Tire-se o diametro PH perpendicular a A'B': e
com o intervallo A'P, fazendo centro emi 4 e de-
pois em outro qualquer ponto E do mesmo arco,
descrevam-se outros dous arcos; que se cortarao
em dous pontos, ou estejam ambos da mesma parte
do arco AB, ou nao. Tome-se um destes P, que
distar de terceiro ponto do dicto areo tanto, quanto
dista de 4 e E. Digo que este ¢ polo do circu-
lo, de que & arco AB.

Si o arco dado for de ecirc. max.; tomar-se-ha en-
tre as pontas do compasso a abertura ou corda de
9o° do circ. max,

343.  Schol. Fica pois manifesto, o que se fard, si
por dous pontos dados na superficie da sphera qui-
zermos descrever um arco de circulo de diamelro
dado, com tanto que este nio exceda o da sphera,
nem seja menor do que a corda do dicto arco: ou si
tractarmos de continuar qualquer arco dado: ou si
pedirmos, que por tres pontos dados na dicta super-
ficie se faca passar uma circumferencia de ¢irculo.
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N. B. As liguras, que aqui considerarmos, de-
vem-se intender descriptas na superficie da mesma
sphera.

344. Turor. Si em duas lunulas sph. de um
hemispherio forem eguaes os arcos de circ. max. de-
scriptos dos vertices dos seus angulos, como polos, e
interceptos pelos seus lados; serdo eguaes os angulos,
as dreas, e¢ as lunulas. E si os arcos forem dese=
guaes; serd maior o angulo, a drea, ¢ a lunula,
pertencentes ao arco malor.

Sejam ( fig. 3) as lunulas sph. ABCDA, AECFA:
e seja 0o arco BD=arco EF, descriptos do vertice
A, eomo polo. Digo que o angulo sph. BAD é
= angulo sph. EAF ; a area ABCDA —area AECFA;
e as lunulas eguaes.

Demonstr.  Imagine-se applicado o arco AB so-
bre o arco AE; e sobreposta a lunula ABCDA &
lunula AECFA. O ponto B caird em E, como equi-
distantes do ponto 4. Mas pela mesma razao todos
os poatos do arco BD devem enlao cair sobre o
arco EF: logo o arco BD se ajustara sobre o arco
EF; e o ponto D cairdi em F, por ser BD=EF
(byp.). Logo tambem AD se ajustari sobre AF
(337); e o angulo BAD cobrird exactamente o an-
gulo EAF; e a area ABCDA a drea AECFA.
Logo &ec.

A 2.* parte demonstra-se, como a 2.* do n.° 24,

345. Corell. 1.° Reciprocamente: si em duas
lunulas sph. de um hemispherio forem eguaes os
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angulos; serio eguaes os arcos de cire. max. de-
scriptos dos seus vertices, como polos, e inter-
ceptos pelos seus lados; as dreas; e as lunu-
las. E si os angulos forem deseguaes; sera maior

o arco, a area, e a lunula, pertencentes ao an-
gulo maior.

346. Coroll. 2.° Dividindo pois em quaesquer
partes eguaes um arco de circ. max, BD descripto
do vertice de um angulo sph. BAD, como polo, e
interceplo pelos lados do dicto angulo; e tirando
por cada um dos pontos dessa divisio e pelo dicto
vertice outras tantas semi-circumferencias de cire.
max.; o angulo proposto ficard tambem dividido em
oulras tantas partes eguaes enlre si; e da mesma
forma_a lunula sph., que elle determina. E con-
cluir-se-ha ( discurrendo como em o n.°26), que
o arco BD ¢ para o angulo sph. BAD, ou para a
lunula ABCDA, como qualquer numero daquel-
las partes de BD para o mesmo numero destas de
BAD, ou da lunula ABCDA.

347. Turor. Os angulos sph. estio entre si, c¢omo
0s arcos de circ. mawm. descriptos dos seus vertices,
como polos, e interceptos pelos seus lados : ou tam-
bem como as dreas das lunulas sph., que elles de-
terminam.

Prova-se por um raciocinio em tudo similhante
a0 do n.” 28.

348. (Goroll. Pois os angulos sph. sio proporeio-
naes a os arcos de circ. max. descriplos dos seus
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vertices, como polos, e interceptos pelos seus la-
dos; segue-se, que todo o angulo sph. pode ser
representado pelo dicto arco: e ¢é neste sentido que
dizemos, que lhe serve de medida.

349. Schol. O angulo sph. pode tambem ser
representado pelo angulo diedro, formado pelos pla-
nos dos circ. max., de que os seus lados sao ar-
cos: ou tambem pelo angulo rectilineo, que me-
de a inclinagao reciproca dos dictos planos.

Com effeito ( fig. 1) o arco 4B, que mede o an-
gulo sph, APB, mede egualmente o angulo reetili-
neo ACB, medida da inclinagao reciproca dos pla-
nos ACP, PCB.

Assim os angulos sph. gosam de todas as proprie-
dades dos angulos diedros, ou dos angulos rectili=
neos. Por ex.

1.° Um arco de circ. max., que encontra ou-
tro arco de circ. max. na superlicie da sphera,
faz com este, prolongado si for necessario, dous
angulos sph., cada um de sua parte, que junctos
valerao 180 °.

Si estes angulos sao eguaes, isto é, cada um de go°,
dizem-se #cctos, e o arco incidente perpendicular: &e.

2.° Si um arco de circ. max. for perpendicular
a outro arco de circ. max.; tambem este o serd a
respeito daquelle.

3. Do mesmo ponto de um arco de circ. max.
ndo se pode levantar mais do que um areco de circ.
max. perpendicalar a aquelle outro.

4. Os angulos sph. verticalmente oppostos sio
aguaes, &ec.
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350. Prosr. No extremo de wn arco dado de cire.
maz. fazer um angulo sph.= outro angulo sph. dado.

Seja (hig. 4) o arco AB; o extremo A; e o an-
gulo sph. bac.

Soluc. Do vertice a, como polo, descreva-se o
arco de circ. max. bc: e do ponto A, como polo,
descreva-se tambem o arco de circ. max. BD inde-
finido. Tome-se BC = bc: e tire-se o arco de circ.
max. AC (543). Digo que o angulo sph. BAC ¢
= bac : como se pedia.

551. Prosr. Dividir um angulo sph. em duas
partes eguaes.

Seja (fig. 5) o angulo sph. APB.

Solue. Do vertice P, como polo, descreva-se o
arco de circ. max. AB; o qual se divida pelo meio
em D. Tire-se por D e P o arco de circ. max. DP.
Digo que o angulo sph. APB estia dividido em duas
partes eguaes APD, DPB (347): como se pedia.

552. Turor. Si wm arco de circ. maz. for per-
pendicular a outro arco de circ. max. ; aquelle pas-
sard pelos polos deste. E reciprocamente.

Seja (fig.6) o arco de circ. max. AB perpendicu-~
lar ao arco de circ. max. AC. Digo que o arco 4B,
prolongado sendo necessario, passara pelos polos da
circ. max, AC.

Demonstr. Tome-se em AB, continuado si for
X
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necessario, para uma ou outra parte a grandeza
AP de go°. Tome-se do mesmo modo AC de go°
e tire-se o arco PC de circ. max. Pois o angulo
BAC & recto (hyp.); serd PC de 9o° (348). Mas
tambem PA ¢ de go° (constr.). Logo P ¢ polo
de AC (341).

Reciprocamente: si P é polo de AC; serd P4
perpendicular a AC. Com effeito o arco, que do
ponto A se levantar perpendicular a AC, deve
passar  pelo polo P, como acabamos de ver.
Logo este serd o mesmo arco PA, visto ser o
unico, tiue pelos dous pontos 4, P, se pode
tirar (337).

353. Coroll. Sobre um arco de circ. max., e de
um ponto situado na superficie da sphera, que
nio seja polo desse arco, nao se pode abaixar dous
arcos perpendiculares, cada um de seu circ. max.
Por que entio esses dous arcos perpendiculares,
continuados, passariam pelos polos daquelle outro:
e por conseguinte as circumferencias dos dous circ.
max. se cortariam em tres pontos: o que ¢ impos-
sivel (16, 55).

354. Schol. Vé-se por tanto: que so0 por um
ponto, que for polo de um circ. max., se pode
conduzir dous e mais arcos de circ. max. perpendi-
culares a circumferencia daquelle outro: e que por
ponto, que ndo for polo, so pode passar uma cir-
cumferencia perpendicular.

355. Prosr. De um ponto dado na superficie da
sphera, e que ndo seja polo de um arco dado de cire.
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max. , tirar um arco de circ. mazx. perpendicular
ao arco dado, continuado st far neecessario.

Seja (fig. 6) o ponto 4, ou B; e o arco AC.

Solue. Ache-se um dos polos P desse arco (342):
e por este e pelo ponto dado 4, ou B, tire-se o
arco de circ. max., por ex. AP. Digo que AP é o
arco perpendicular pedido (352 ).

A respeito do ponto B, isto ¢, si o ponto dado
nao estd no arco dado, ou no seu prolongamento,
qualquer dos dous B4, BD da semi-circumferencia
ABD satisfaz ao Problema.

Dos triangulos sphericos.

356. A figura terminada na superficie da sphera
por tres arcos de circ. max. chama-se triangulo
spherico: e cada um dos dictos arcos lado do tris
angulo. Os triangulos sph. se distinguem, quanto
aos seus lados, com os mesmos nomes, que démos
aos triangulos rectilineos (82 ).

357. Turor. Em todo o triangulo sph. nio ha
lado = 180°.

Seja (fig. 7) o triangulo sph. ABC.
Demonstr. 1.° Si ¢ possivel, seja um dos lados
BC=180°. Continue-se BA até concurrer em €

com BC (336). Serd BADC =180°: e tambem 4DC,
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e AC, eguaes cada um a 180° (337): isto é,
BADC = ADG: absurdo. i

338. Schol. Posto que nos triangulos sph. nao
ha lado =180°, pode comtudo haver um > 180°.
Os triangulos sph. porém, que unicamente consi-
deramos, sio 0s que tem cada um dos seus lados
<180° Nao se julgue comtudo, que niao possamos
calcular aquelles triangulos sph., que tem (fig. 8)
um lado AEC > 180°; por quanto o arco AC, que
lhe falta para 360°, forma com os outres dous lados
um triangulo ABC, pelo qual viremos no conhe-
cimento do primeiro.

359. Tuzor. Em todo o triangulo sph. a somma
de quaesquer dous lados ¢ maior do que o terceiro:
e a somma de todos tres menor do que 36o°.

Seja (fig. 9) o triangulo sph. ABC. Digo que a
somma de quaesquer dous lados, por ex. AB+-BC
>AC: e AB-BC+AC < 3560°.

Demonstr. Seja D o centro da sphera. Tirem-se
os raios AD, BD, CD. Sera a somma dos angulos
ADB+CDB > ADC: e ADB+CDB+-ADC < 360°
(243, 244 ). Mas é AB a medida do angulo ADB;
BC a do angulo CDB; e AC a do angulo 4DC. Lo-
go tambem AB-+BC > AC : e AB+BC+AC < 560"

560. Tnror. Si em algum triangulo sph. forem
cguaes dous angulos; os ludos, que lhes sio oppostos ,
serdo eguaes. E si forem deseguaes dous angulos;
serd maior o lado opposto ao angulo maior.
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1.% Seja (fig. 10) no triangulo sph. ABC o angulo
ACB =BAC. Digo que AB=BC.

Demonstr. Produza-se AC até completar a circum-
ferencia ACGFA; e AB, CB até concurrerem no pon-
to E. Por ser AB+BG=180° e tambem BG--GE
—180°; serd AB —=GE. Do mesmo modo se mos-
trard AC=FG. Ora o angulo BAC é — BGC—=FGE
(349, 4.°); e o angulo ACB=AFB = EFG: logo tam-
bem BAC=EFG, e ACB=FGE; por ser ACB= BAC
(hyp.). Isto posto, ¢ facil ver que ajustando-se exa-
clamente o arco AC sobre o seu egual FG, os arcos
AB e FE, BC e GE, tambem se ajustardo perfeitamen-
te entre si; pela egualdade dos angulos BAC e EFG,
ACB e FGE. Logo é BC=GE. E logo AB=BC; por
ser AB=GE como se mostrou.

2.° Seja porém (fig. 11) o angulo ACB > angulo
BAC. Digo que AB > BC.

Demonstr. Faca-se o angulo ACD =BAC; cujo
lado €D encontrara AB em um ponto D entre A
e B. Seri AD=CD (1.°). Mas é CD+DB > BC
(359). Logo tambem”4D - DB, isto é AB > BC.

361. Coroll. Reciprocamente: si em algam tri-
angulo sph. forem eguaes dous lados; 0s angulos,
que lhes sao oppostos, serao eguaes. E si forem
deseguaes dous lados; serd maior o angulo opposto
a0 lado maior.

3562.  Tueor. Em todo o triangulo sph. isosceles
o arco do circ. maz., que divide pelo meio o an-
gulo formado pelos lados eguaes, cae perpendicular-
mente no meio do lado opposto ao dicto angulo.
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Seja (fig. 10) o triangulo sph. isosceles ABC;
cujo angulo ABC formado pelos lados eguaes AB,
BC, esta dividido em duas partes eguaes pelo arco
de circ. max. BD. Digo que este arco BD cae per-
pendicularmente no meio do lado AC.

Demonstr. Observe-se a construc¢ao precedenle,
onde ]a fica provado ser AB—=GE: e continue-se
DB até E. Do mesmo modo se podc mostrar que
é DB—=HE, e AD=GII. Logo temos BC = GE;
por ser BC=AB (hyp.). Ora o angulo CBD é
= ABD (hyp.) = HBG (5349, 4.°) = GEH : si ajustar-
mos o angulo CBD com o angulo GEH; o ponto
C cairdi em G, ¢ o ponto D em H. Por conse-
guinte o arco CD tambem se ajustard sobre GH, e
o angulo BDC cobrird exactamente o angulo EHG.
Logo é CD=GH; e BDC—=EHG. Mas tambem
mostramos ser AD — GH; e ¢ o angulo EHG =
FHB—=ADB. Logo AD = (CD; e ADB=BDC. L por
tanto BD perpendicular no meio de AC (349, 1.°).

363. Coroll. 1.° Reciprocamente: em todo o trian-
gulo sph. isosceles o arco de circ. max., que se levan-
tar perpendicularmente no meio do lado opposto ao
angulo formado pelos lados eguaes, passara pelo ver-
tice do dicto angulo, e o dividira em duas partes eguaes.
Por quanto o arco, que assim dividir o angulo, sera per-
pendicular no meio do lado opposto: e ahi nio pode
haver mais do que um arco perpendicular (349, 3.°).

364. Coroll. 2.° Logo o arco de circ. max., que
se tirar perpendicular no meio de outro arco de
circ. max., terd todos os seus pontos equidistantes
dos extremos deste outro arco.
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365. Coroll. 3.° Consequentemente o arco de
circ. max., que passar por dous pontos, cada um
dos quaes diste egualmente dos extremos de outro
arco de cire. max., serd perpendicular a este, e
o dividira pelo meio; nao estando os dictos dous
pontos na distancia de 180°, um do oulro.

366. Turor. Si em dous triangulos sph., sendo
dous lades de um respectivamente eguaes a dous lados
do owtro, for o angulo formado pelos primeiros maior
do que o angulo formado pelos segundos; o terceiro
lado opposto ao maior angulo, serd maior do que o
terceiro opposto ao menor. E reciprocamente.

Demonstra-se, como nos triangulos rectilineos (94).

567. Turor. Si a somma de quaesquer dous an-
gulos de um triangulo sph. for = 180°; a somma
dos lados oppostos a esses angulos serd tambem — 180°.

Si for maior, serd maior. Si for menor, serd menor.

Seja (fig. 12) o triangulo sph. ABC: e seja
ACB +BAC=180". Digo que AB-+ BC=180".

Demonstr. Continuem-se os lados AB, AC até con-
currerem em D. Por ser BAC = BDC; e ACB - BCD
=180° (349, 1.°); serd tambem ACB-+ BDC—=
ACB+BCD: e logo BDC=BCD. Mas entio é BC
=BD (360): logo ajunctando a uma e outra parte
AB, teremos AB -+ BC=AB -+ BD. Mas AB 4+ BD=
180°. Logo &ec. g

A 2.* ¢ 3.* parte demonstram-se do mesmo modo.
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368. Coroll. Reciprocamente: si a somma de
quaesquer dous lados de um triangulo sph. for=
180°; a somma dos angulos oppostos a esses lados
serda tambem =180° Si for maior, serd maior. Si
for menor, seri menor.

369. Turor. Em todo o triangulo sph., qualquer
dos angulos ¢ < 180°: a differenca entre quaesquer
dous < supplemento do terceiro: ¢ a somma de todos
tres > 180°.

Seja (fig. 15) o triangulo sph. ABC. Digo que
qualquer dos angulos, por ex. ACB é < 180°: a
differenca entre quaesquer dous, v. gr. ABC—BAC
< 180°—ACB: e a somma de todos tres ABC--
BAC + ACB > 1680°.

Demonstr. Produzam-se os lados BA, BC até con-
currerem em D).

1.> Temos ACB-+ ACD=180" (349, 1.°). Logo
ACB <180 °.

2.° Seja ABC > BAC. Faca-se BAE —=ABC: seri ABC
—BAC=CAE;e AE =BE (560). Logo CE < AE. E logo
CAE < ACE (361); isto é, ABC —BAC < 180" — ACB.

5.° No triangulo ACD é ACD — ADC <180°—CAD
(2:°); ou ACD — ABC < BAC. Logo ACD < ABC -
BAC; isto é, ABC+BAC > 180°—ACB. E logo
ABC +-BAC + ACB > 180°.

370. Coroll. Um triangulo sph. pode ter dous
ou tres angulos rectos: dous ou tres angulos obtusos.
Quando tem dous angulos rectos, o vertice do ter-
ceiro angulo ¢ polo do lado opposto (354).



+0s triangulos sph. se distinguem, quanlo aos seus,
angulos, com os mesmos nomes, que démos aos
triangulos rectilineos.

= ——
Dos casos de egualdade dos triangulos sph.

371. Turor. Dous triangulos sph. sdo eguaes:
1.° Quando tem dous lados respectivamente eguaes,
e similhantemente dispastos, e egual o angulo formado
par esses dous lados.
* Quando tem dous angulos respectwament# eguaes,
e .mm{kaumnmtc dispostos; e egual o lado adjacente
a_esses dous angulos.
3.— Quana’a tem tres lados respeatwammte eguaes ;
e similhantemente dispostos.
°* Quando tem tres angulos respectivamente eguaes,
e_similhantemente dispostos.

Os p_rimeiros tres casos demonstram-se, como 0s
mesmos tres da egualdade dos triangulos rectilineos:
A demonstra-se pela maneira seguinte.

Sejam (fig. 14) os triangulos -sph. ABC, abe:
seja 0 angulo BAC = bac; ABC =abe; ACB=acb. Digo
que o triangulo ABC é egnal ao triangulo abe.

"~ Demonstr. Si os triangalos nio sio eguaes; ndo
serd AB=ab: por que, si. o for, serio eguaes os
triangulos (2.°). Seja pois 4B > ab. Corte-se AB!=ab;
e faca-se no ponto. B’/ um angulo = abe, que serd
ABIC!, ou AB'C'!, conforme o lado B'C!, ou B!C'!

Y
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cortar ou nio o lado BC. Serd entio o triangulo
AB'C', ou AB'C'!; egual ao triangulo abc (2.°), e por
tanto o angulo 4B'C', ou AB'C''= ABC; e AC'B',
ou AC!'"B!'= ACB. Seja o triangulo AB'C!, Serio os
angulos D'BB'+BB'D'=180°; por ser A B'C!=ABC,
e AB'C' 4+ BB'C' = 180° Logo D'B'+4D'B=180°
(367): e pela mesma razio D'C'+-D'C=180": donde
D'B'4+-D'C'+D'B4-D'C—= 360°; isto ¢, B'C'+BC=
360°%: o que ¢ impossivel (358). Pois entio seja o
triangulo AB!C''. Produzam-se os lados BC, B'C!! até
concurrerem em D. Por ser DBB'4-ABC —=180°, ¢
DB'B=AB'C''=ABC, serd DBB'-}-DB'B =180°; e
- por isso DB+ DB'=180°% Mas tambem, por ser

DC''C supplemento de AC"B'=ACB, é DC!'C+
DCC'""=180"; e conseguintemente DC -+ DO =
180°. Logo DB+ DB!'= DC+ DC'': manifesto
absurdo.

372. Schol. 1.° Quando os dous triangulos sph.
nio tem as suas partes similbantemente dispostas,
nio se podem sobrepor um ao outro. Comtudo,
ainda que se ndo ajustem em figura, nem por isso
deixam de ter todas as suas partes respectivamente
eguaes, quando nelles se verifique algum dos quatro
casos. Por ex, o 1.°

Sejam (fig. 15) os triangulos sph. ABC, abc: e seja
AB =ab; BC=bc; e o angulo ABC=angulo abc. Digo
que AC=ac; o angulo BAC =angulo bac; o angulo
BCA=angulo bca; e a drca ABCA = érea abea. -

Demonstr. Produza-se AC até completar a circum-

ferencia ACDFA; e AB, BC até concurrerem em
E. Provar-se-ha, como em o n.° 360, ser AB=DE,
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BC=FE, AC=DF, o angulo ABC=FED, o an-
gulo BAC = EDF, e o angulo ACB = DFE. Pelo que
nos triangulos DEF, abc, serd tambem DE=ab,
EF =lc, e o angulo E=angulo §. Mas estes dous
triangulos sio absolutamente eguaes, por quanto se
podem ajustar perfeitamente entre si: logo ¢ ac=
DF=AC, o angulo a=EDF=BAC, e o angulo ¢=
DFE—ACB. Resta pois so mosirar a egualdade das
areas. -
Sejam (fig. 16) os triangulos ABC, abe os propos-
tos. Circumscrevam-se-lhes (343) os circulos ADEFA,
adefa, cada um ao seu. I’ facil ver que estes
circulos sao eguaes, como circumscriptos a triangulos,
cujos arcos, e por conseguinte as cordas, sio eguaes.
Logo serao eguass eanlre si-os segmentos sph., de
que elles siao bases. Isto posto; applique-se o ponto
A ao ponto b; e ajuste-se o arco ADB sobre o arco
bda. O ponto B cairdem a, por ser ADB=adb (51);
e o lado AB se ajustard sobre o lado ba, por ser
cada um < 180° (337). Logo o spaco ADBA co-
brird exactamente o spago adba; e logo as dreas
destes spacos sao eguaes entre si. Do mesmo modo
se mostrard a egualdade respectiva dos oultros .spagos
AFCA e afca, BECB e bech. Ora as dreas dos dous
segmentos sph. sido eguaes pela egualdade dos se-
gmentos; e compoem-se desses spagos respecliva-
mente eguaes e de um triangulo sph. cada uma. Logo
as areas destes dous triangulos  sph. sio tambem
eguaes entre si. :
373. Schol. 2.° Podem tambem dous triangulos
sph. ser, ou ndo ser, eguaes em todas assuas partes:
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1. Quando dous lados de um forem respécti-
vamente eguaes a dous lados do outro, e egual
o angulo opposto a um dos lados eguaes.

2.° Quando dous angulos de um forem respe-
ctivamente eguaes a dous angulos do outro, e egual
o lado opposto a um dos angulos eguaes.

Com effeito (fig. 11) nos triangulos ABC, BCD,
é o angulo B commum, o lado BC lambem com-
mum, e pode ser 40=CD ou o angulo 4 = an-
gulo CDB ; e comtudo os dous triangulos sdo eviden-
temente deseguaes.

g
Da area dos triangulos sph.

574.  Tueor. A drea de qualquer triangulo sph.
€ para a drea da sphera, como a wmetade do “ex-
cesso da somma dos tres angulos “do trmngula 80~
bre 180° ¢ para 360

Seja (fig. 15) o triangulo sph. 4BC. Denote 8 ‘a
somma dos tres angulos, « a area, e A a 4rea da
sphera. Digo que é a @A :: 32259 . 560",

Demonstr. Segundo a construccido; que fizemos
em o n.° 372, e do que alli fica dicto, concluimos
que os triangulos ABC, DEF erio eguaes em todas
as ‘suas partes. Isto posto; por ser a &rea da lu-
nula sph. FACBF para a irea da sphera, como o
angulo 4GB para 360° (347): e tambem a drea da

hinula sph. DOABD ‘para a érea da sphera, com6 o



P e

angulo BAC para 360°: e finalmente a drea da lu-
nula sph. EFBDE, ou a do triangulo BAC mais
a do triangulo FBD, para a area da mesma sphera,
como o angulo FBD ou 4BC para 360°: sera (som-
mando todos os antecedentes) a é4rea do hemi-
spherio ACDFA mais o dobro da do triangulo ABC
para a drea da sphera, como a somma dos tres
angulos do triangulo para 360°: isto ¢é,3 4 4-2a: 4 ::
S§:360°% ou 3 A}-2a : 3 4 :: S : 180°. Donde
2a:4A4::85—180°: 180° E logoa: 4:: 525 ; 360°.

375. Coroll. Represente S' a semi-somma dos tres
angulos de um triangulo sph. , e 4 a irea da sphera:

serd a 4rea do triangulo — '5%"{';0—"" XA.

FIM.

Tyrocrapnia Austnit, Brco pe Bracaxgh N.° 15,
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